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Kapitel 1
Integralregning

Integralregning er teet knyttet til differentialregning. I fgrste omgang vil emnet
handle om at bestemme forskrifter for funktioner ud fra kendskab til deres diffe-
rentialkvotient, men senere vil vi se, at integralregning ogsa kan bruges til at finde
arealer under kurver, hvilket er overraskende nyttigt — ogsa indenfor gkonomi.
F'.eks. kan man beregne Gini-koefficienter med integralregning.

Udover at vaere nyttigt i sig selv, er integralregning ogsa en forudsaetning for mange
andre vigtige emner som f.eks. differentialligninger.

1.1 Stamfunktioner

Definition 1.1.1

Lad f veere en funktion. En stamfunktion til f er en funktion F', som opfylder

En stamfunktion til f er altsa en funktion som giver f, nar man differentiere
den.

Funktionen F'(z) = z* er en stamfunktion til funktionen f(z) = 2z, fordi

F'(z) =2z
= f(z)



@velse 1.1.1
Undersgg:
a) Er F(x) = 4z en stamfunktion til f(z) =47
b) Er F(z) = 22° en stamfunktion til f(z) = 42°?

Vi vil bestemme en stamfunktion til f(z) = 322+1. Vi skal altsa finde et udtryk,
som giver 3x2 + 1 ndr man differentiere det.

Vi husker fra differentialregning, at 23 differentieret giver 322, og at  differen-
tieret giver 1. Derfor gaetter vi pa at svaret er F(x) = 2 + x. Vi tester:

F'(z) = 32> + 1
= f(z)

Den var god nok.

Der er regler til at finde stamfunktioner (for simple funktioner), men ofte kan man
teenke sig frem til stamfunktionen, ud fra den viden man har fra differentialreg-
ning.

Vi vil bestemme en stamfunktion til f(x) = a*.

4 5

Vi leder forst efter noget som giver x*, nar man differentiere det. Vi prover x°,
fordi vi kan huske at man treekker en fra eksponenten, nar man differentiere en
potensfunktion. Men z° differentieret giver 52, og det var ikke helt det vi skulle
have. Vi kan dog reparere pa det ved at gange med %, sa vi far

1

F(z) = Za®

(@) = 2z

Vi tester vores svar:
1
F'(z) = - - 52t

5
o

f(z)

Den var god nok.



Dvelse 1.1.2

Bestem en stamfunktion til felgende funktioner
a) f(zr)=2x+1
b) f(x) =32> —2° +2

Metoden vi lige har brugt virker kun for simple funktioner, hvor man hurtigt kan
gennemskue hvad stamfunktionen ma vaere. Det viser sig, at det generelt er svaerere
at bestemme stamfunktioner, end det er at differentiere. Er funktionen simpel er
det dog nemt nok. Man slar bare stamfunktionen op i en tabel.

Vi vil bestemme en stamfunktion til f(z) = In(z), men vi kan ikke lige komme i
tanke om noget som giver In(x) nar man differentiere det. Vi abner formelsam-
lingen, finder en tabel over stamfunktioner og ser at stamfunktionen er

F(z) =zn(z) — z.

@Dvelse 1.1.3
Lad f(z) = /.

a) Bestem en stamfunktion til f.
I eksempel 1.1.1 sd vi at F'(x) = 22 var en stamfunktion til f(z) = 2z, men det er
ikke den eneste stamfunktion. Vi kunne i stedet veelge f.eks. F(x) = 2% + 1, eller
hvad med F(z) = 2% + 27? Hvis man differentiere dem, s& fir man ogsa f. Helt
generelt geelder der, at hvis F' er en stamfunktion til f, sd er F'(x)+ ¢, hvor ¢ er en
konstant, ogsa en stamfunktion til f. Der findes dog ikke andre stamfunktioner til
f end dem pa formen F'(x)+c, og det betyder at vi kan fastleegge en stamfunktion
ved at kraeve, at dens graf skal ga igennem et punkt.



i:y// |
B/as

Stamfunktioner for f(z) = 2?. Vi har F(z) = 52° + cmed ¢ = 2, c = —1, ¢ =0,
c=1,c=2.

Lad f(z) = 2z. Vi vil bestemme den stamfunktion til f, som gar igennem
punktet P(4,5).

Vi finder fgrst en stamfunktion, men denne gang laeegger vi et ¢ til. Vi far sa
F(r)=2*+ec.

Vi mangler nu bare at finde ud af hvad c skal veere, for at grafen for stamfunk-
tionen kommer til at ga igennem P. Hvis funktionen skal ga igennem P, sa skal
F(4) = 5. Det giver os ligningen:

£ +c=5
Vi isolerer ¢ og far ¢ = —11. Altsa er forskriften
F(z) =2* —11.
@velse 1.1.4

Lad f(z) =4z — 1.
a) Bestem den stamfunktion til f, hvis graf gar igennem punktet P(1,3)

Dvelse 1.1.5
Lad f(z) = e" 4 2.
a) Bestem den stamfunktion F', der opfylder F'(0) = —7

7



Dvelse 1.1.6

Her ses grafen for en stamfunktion F' til f(z) = —1 + 1.

Y
4]
3
5 F
-
T T

a) Bestem forst ud fra forskriften for f en forskrift for F' pa formen F(z)+c.
b) Aflees nu et paent punkt pa grafen og bestem ud fra det konstanten c.

c) Opskriv den endelige forskrift for F

Man kan undre sig over, om alle funktioner har stamfunktioner. Det viser sig
at der findes funktioner, som ikke har stamfunktioner, men hvis en funktion er
kontinuert, sa har den ogsa en stamfunktion. Derfor vil vi ofte kraeve at funktioner
er kontinuerte ,nar vi opskriver saetninger — sa er vi sikre pa at funktionerne har
stamfunktioner. Vi husker at en funktion, lgst sagt, er kontinuert, hvis grafen er
sammenhangende (den er uden huller eller hop). I praksis er det ikke noget som
vi vil bekymre os om, nar vi regner opgaver.

1.2 Ubestemte integraler

I sidste afsnit leerte vi, at nar vi har en funktion f og en stamfunktion F', sa
kan samtlige stamfunktioner skrives pa formen F'(x) + ¢. Det motiverer fglgende
definition:

Definition 1.2.1

Lad f veere en funktion og F(z) en stamfunktion til f. Det ubestemte integral
af f er givet ved:

/f(w)dx:F(x)—l—c,

hvor ¢ er en arbitraer konstant.

Ordet arbitreer betyder i denne sammenhaeng "ikke videre bestemt”. Pa den made
kan man opfatte [ f(z) dx som at veere en repraesentant for samtlige stamfunktio-

8



ner til f. Integralet er altsa ubestemt, fordi det ikke giver en konkret stamfunktion.
Det er fgrst nar c far en veerdi, at vi far en konkret stamfunktion. Notationen dx
betyder at det er x som er variablen. Derfor laeses | f(z) dz ogsa nogle gange som
det ubestemte integral af f af x med hensyn til x. Symbolet | kaldes et integral-
tegn, f(x) kaldes integranden og c kaldes integrationskonstanten . At regne det
ubestemte integral kaldes ogsa at integrere

Vi vil bestemme [ 5% dx . Dvs. at vi skal finde en stamfunktion til 5* og sa lsegge
c til. Vi slar stamfunktionen op i formelsamlingen, og far i alt:

1
In(5)

/5xdx: 5"+ ¢

Dvelse 1.2.1

Med udgangspunkt i eksemplet oven over, skal du svare pa felgende spgrgs-
mal:

a) Hvad er integranden ?
b) Hvad har vi integreret med hensyn til?

¢) Med hvilket bogstav har vi betegnet integrationskonstanten?

Dvelse 1.2.2

Regn fglgende ubestemte integraler
a) [2xdx
b) [In(x)dx

Det er ikke altid variablen hedder x. Det skal man dog ikke lade sig forvirre af.
Det eendrer ikke noget i metoden.

Dvelse 1.2.3

Regn fglgende ubestemte integraler
a) [2ttdt
b) Jvu+10du

Der geelder fglgende regler for ubestemte integraler:

9



Satning 1.2.1

Lad f og g veere kontinuerte funktioner og k£ en konstant som ikke er nul. Sa
geelder folgende regneregler:

L. Jk-f(x)de=Fk- | f(z)dx
2. J(f(2) +g(2)) dv =] f(z) dx + ] g(x) dx
3. [ (f(z) = g(x)) dv = [ f(z)dx — [ g(x) dv

Vi har allerede fundet stamfunktioner som har form som dem i saetningen (f.eks.
i eksempel 1.1.2). Men indtil nu har vi veeret ngdt til at geette og sa tjekke ved
at differentiere. Nu hvor vi har saetningen behgver vi ikke at tjekke at den fundne
funktion rent faktisk er en stamfunktion.

Vi vil regne [ 522 dx. Vi bruger reglen [kf(z)dx =k [ f(x) dx:

1 5)
2 o 2., gt 3 _ 9.3
/5x d:z:—5/x dx—53x +C—3:13 +c

Vi vil regne [ 2°+e® dx. Vi bruger reglen [(f(x)+g(x)) dr = | f(z) do+/ g(x) dx:
/(xQ—I—e”)dx = /a:de—i—/e”dx

1
:§x3—|—cl—|—6x—|—02

13 T
—3:1: +e +c

Til sidst har vi samlet de to integrationskonstanter i en konstant ¢ = ¢; + ¢s.
Normalt vil man dog springe mellemregningerne over og bare skrive:

1
/(x2+ex)d:c=3:r:3+em+c.

Det betyder ikke at reglen er ungdvendig. Vi har stadig brugt den — det fremgar
bare ikke at den made, vi har skrevet det op.

10



Dvelse 1.2.4

Bestem vha. seetning 1.2.1 fglgende stamfunktioner. Skriv hvilken regel du bru-
ger.

a) [z + 2xdx

b) J5e" dx

) J4x® 4+ 57 — 1dz
d) f2dx

C

1.3 Bestemte integraler

Jeg fortalte i indledning, at man kunne bruge integralregning til at bestemme
arealer. Arealbestemmelse foregar vha. det som kaldes bestemte integraler, og det
er emnet for dette afsnit. Forst i et senere afsnit, vil vi se, hvordan de bestemte
integraler kan bruges til at finde arealer.

Definition 1.3.1

Lad f veere en funktion og F' en stamfunktion til f. For to reelle tal a og b er
det bestemte integral af f fra a til b givet ved:

[ f(x)da = F(b) - F(a).

Tallet a kaldes den nedre grense og tallet b kaldes den gvre grense.

At regne et bestemt integral, med greenserne a og b, kaldes ogsa at integrere fra a
til b.

Nar vi regner bestemte integraler, vil vi altid benytte skrivemaden:

Skrivemaden ggr det nemmere at overskue processen.

Vi vil bestemme det bestemte integral: [J 2z du.

11



/352xdx = [:cQE
— 52 - 32
= 16.

Altsa er -
/3 21 dz = 16.

Laeg meerke til at det bestemte integral er et tal og ikke en funktion. Laeg ogsa
meerke til at det er et bestemt tal. Det aftheenger ikke at hvilken en stamfunktion
man velger (se naste gvelse).

@velse 1.3.1

Betragt det bestemte integral [J 2z dx fra eksempel 1.3.1.

a) Regn integralet, men brug nu stamfunktionen F(z) = z? + 7. Far du
samme tal som i eksemplet?

b) Forklar hvorfor det ikke spiller nogen rolle, hvilken stamfunktion man
veelger nar man regner bestemte integraler.

Dvelse 1.3.2
Regn fglgende bestemte integraler
a) [y 3z*dx

b) J°,(6t — 2)dt
c) Jg e dw
d) /7 11du
e) Jy15dx

Ligesom ved ubestemte integraler geelder der nogle regneregler for bestemte inte-
graler:

12



Satning 1.3.1

Lad f og g veere kontinuerte funktioner, a, b og c reelle tal, og k en konstant.
Sa geelder fglgende regneregler:

L Pk-f(x)de =k- [P f(x)dw

2. 18 (f(x) + g(x)) do = 2 f(z)du + [ g(x) d

3. 18 (f(x) — g(x)) do = J2 f(2)dz — 1! g(x) d

4. [P f(z)dx = ¢ f(x)dr + [° f(x)dx  (Indskudsreglen)

De to forste regler er fuldsteendig tilsvarende til dem vi sa for ubestemte integra-
ler.

Regel 1:
3 3
/ 10z dx :10/ rdx
-2 —2
1 3
=10 | -a”
2 19
1 1
=10(=3% — =(—2)?
(53— (-2
=25
Regel 2:

3 3 3
[ (624 2) de = [ 6rdr+ [ 2dn
= [327] + 201}
=3.32-3-1+2-3-2-1
— 27 —346—2
= 28

Bare fordi man kan bruge en regel, betyder det ikke altid at det er smart at bruge
den. Vi vil nu regne det sidste integral fra ovenstaende eksempel uden at bruge
regel 2.

13



/13 (62 +2) dr = [3a7 + 22]
=3-3242-3-(3-1*+2-1)
=27T4+6-3—-2
= 28
Var det ikke nemmere? Mens det naesten altid er smart at treekke konstanter ud
foran integraltegnet (regel 1), er det sjeeldent smart at dele summer /differenser op

(regel 2). Ligesom man kan tage konstanter ud foran integraltegnet, kan man ogsa
tage dem ud foran de firkantede parenteser:

[k F(x)], = k[F(z)].

Igen en nyttig regel som kunne have gjort udregninger i eksempel 1.3.2 en anelse
nemmere:

/32 10x dx :10/32513d:c

1 .13
=10 §x2 .
=10 - ; [51:2}?:2 (Rykker konstant ud)
=10 33— (-2))
=25

Indskudsreglen (saetning 1.3.1 punkt 4) er nyttig til integraler, hvor integranden
er stykkevist defineret:

Lad funktionen f veere defineret ved:

2 r <1
o-ff 7
Vi vil regne integralet
2
/0 f(x)dx



Da f er stykkevist defineret kan vi ikke finde en samlet stamfunktion, sa vi
bruger indskudsreglen til at dele den op, der hvor forskriften skifter (i z = 1):

[} f@yde= [ f@)de+ [ fe)dr  (Indskudsvegel med ¢ = 1)

1 21
:/0 x2dx+/1 ;d:z:
1 1
§x3 . [n(ja))]

1
:g(l3 —0%) 4+ 1n|2| —In|1] (Rykket konstant ud)
1

1,03

Altsa er )
/0 f(z)dx = 1,03

@velse 1.3.3
Betragt funktionen f med forskriften:

e’ x <0
f<x)_{x+1 x>0

a) Regn [, f(x)dx.

Ekstra

Seetning 1.3.1 indeholder de vigtigste regler for bestemte integraler, men for at
ggre listen mere komplet, udvider vi med fglgende regler:

L P f(x)de = — [ f(x)dx
2. [¢f(x)dx =0

15



QDvelse 1.3.4

Lad f veere en funktion med en hemmelig forskrift. Antag at:

/;f(a:)dx:lo og [:f(x)d:c:?)

Bestem
a) f43- f(z)dx
b) J{ f(x) —2dx
¢) 7 f(x)dx
d) J3 f(x)dx
e) )y f(z)dx

1.4 Integration ved substitution

Som tidligere skrevet kan det veere sveert at bestemme stamfunktioner og dermed
ogsa at regne integraler. Vi skal nu se pa en teknik, der kaldes integration ved
substitution, som kan bruges nar integralerne (bestemte eller ubestemte) har en
saerlig form.

Substitutionsmetoden for ubestemte integraler

Vi kan bruge integration ved substitution nar integralet kan skrives pa fglgende

form
[ fg(x))g (x) dx

Vi bemeerker, at vi skal have en sammensat funktion med den indre funktions
differentialkvotient ganget pa. Hvis man har sveert ved at se, om integralet har
den helt rigtige form, kan man starte med at lede efter noget, der ligner en indre
funktion. Er der sadan en, sa kan man prgve om man kan komme igennem med
metoden. Inden vi er klar til at demonstrere teknikken er vi fgrst ngdt til at ind-
fore noget notation (dvs. en skrivemade) for differentialkvotienter. Hvis vi har en

funktion f(z), vil vi kalde differentialkvotienten & i stedet for f'(x). De funktio-
dt

ner vi vil differentiere hedder ¢(x), sa vi vil skrive differentialkvotienten som 7.
Den notation har i sig selv ikke noget med substitutionsmetoden at ggre, og vi vil

da ogsa mgde den senere i andre sammenhange.

16



Vi vil regne det ubestemte integral
/(:1:2 — 1) 2z dax.

Vi ser at integralet ser sveert ud med de teknikker vi har leert indtil videre, og
det er et tegn pa at vi nok skal bruge substitution.

Vi kan se at 22 — 1 ligner en indre funktion og derfor saetter vi
t=a"—1.

Vi regner nu differentialkvotienten

dt

— =2
dx *

og ganger med dx pa begge sider
dt = 2x dx
Vi genkender nu veerdierne for ¢ og dt i det oprindelige integral:
/(x2 —1)" 2z dx
sa vi kan altsa skrive integralet som

/ 7 dt.

Det er et nemt integral. Det giver

1
—t%+
3 c
og da t = 2% — 1 far vi:
L, 8
—(z"—1)"+c.
8(51: )+ c

Altsa er: |
/(x2 — 1) 2wdx = g(x2 —1)¥+ec.

Vi siger at vi har regnet integralet med substitutionen t = 2% — 1.

17



Dvelse 1.4.1

Regn integralerne
a) [(z®—1)% 32 dx
b) [e2 L. 2dx
c) [4x 222+ 1dx
d)

fﬁ-eﬁd:ﬂ

Det er ikke altid man lige kan gennemskue hvad man skal substituere, sa nogle

gange ma man bare ggre forsgget. Hvis man ikke kan fa det til at ga op, er det fordi
man har valgt forkert eller fordi substitutionsmetoden slet ikke kan bruges.

Vi vil regne det ubestemte integral

/\/:v4+7-3:3d:z:.

Vi saetter
t=at+7
og far:
dt
— = 4a®.
dx v
Vi "ganger” med dx og far
dt = 423 dx.

Vi sammenligner nu vaerdierne for ¢t og dt med vores integral og opdager at de
ikke passer helt. Vi har et 4-tal for meget i vores udtryk for dt, sa vi dividerer
med 4 pa begge sider:

1
1 dt = 2° d.
Nu kan vi genkende udtrykkene for ¢ og idt i integralet :
/\/(174 +7- 2% dx,

sa vi kan skrive det som

/\/Z-idt.

18



Vi rykker i ud foran integralet og integrerer

1 12 3
— t-dt =——t2
4/\/_ 13 +c

Lty
— {2 c
6 Y
og husker at t = 2* + 7: |
6(:c4+7)3 +e
Altsa: ]
/\/x4—|—7-a:3dx: 6(x4+7)§+c.
Dvelse 1.4.2

Regn fglgende integraler
a) [Vat+1-xdx
b) f 23x+1 dr

12
C) J SxZil dx

Substitutionsmetoden for bestemte integraler

Substitutionsmetoden kan ogsa bruges for bestemte integraler med kun en lille
endring.

Vi vil regne det bestemte integral
2
/1 (2% = 1)" - 2z du.

Det var det samme integral vi mgdte i eksempel 1.4.1 denne gang bare med
greenser (dvs. som bestemt integral). Vi starter pa samme made som ved ub-
stemte integraler. Vi seetter

t=a%— 1,

og far pa seedvanlig vis
dt =2z dx

MEN nu kommer det nye. Graenserne. De skal sendres til greenser for ¢ i stedet
for greenser for x. Vi indseetter integralets graenser i udtrykket for ¢:

Nedre greense: t = 12 — 1 =0 (Ovre graense: t = 22 — 1 = 3.

19



Nu indseetter vi vores veerdier i integralet helt som ved ubestemte integraler
bortset fra at vi indsaetter graenserne for £ som vi lige har regnet:

3., [l 3
/Otdt_lStSO
1 3
:g[tﬂo
:1(38_08)

8

= 820,125.

Altsa er )
J @ =17 2w de = 820,125,

Dvelse 1.4.3

Regn fglgende integraler
a) [2y(x? - 1) 2zdx
b) 3, e~243 dy

C) f28 24/In(x) dr

T

Ekstra

Det vi har set indtil videre virker. Man far det rigtige facit. Men man kan undre
sig over metoden. Hvorfor ma man gange med dz? Jeg skrev at g—i betgd t'(x).
Sa g—; er ikke en brgk, men et samlet betegnelse for differentialkvotienten. Alsa
har dx ikke nogen betydning i sig selv, og derfor burde man ikke kunne gange
med det. Det er en lidt leengere historie at skulle forklare, hvorfor man (i denne
sammenheeng) kan tillade sig at opfatte differentialkvotienten som en brgk, sa jeg
vil i stedet vise en metode, hvor vi ikke er athsengig af den slags hokus pokus.
Metoden tager udgangspunkt i folgende to seetninger.

Satning 1.4.1

Lad f veere en kontinuert funktion og g en differentiabel funktion. Sa geelder:

J Fg@)g (x) de = [ f(t)dt,

hvor ¢t = g(x).
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Satning 1.4.2

Lad f veere en kontinuert funktion, g en differentiabel funktion og lad a og b
veere to reelle tal. Sa gaelder:

[ o@ng @y de = [1 " r(0)a,

hvor t = g(x).

I seetningerne er det underforstaet, at vi substituerer tilbage til x efter vi har
integreret.

Vi vil regne det ubestemte integral fra eksempel 1.4.1:

/(:C2 —1)"- 2z da.

Vi ser at det har form som
| Fg(x)g(x) dx
med g(z) = 22 — 1 og f(t) =17, hvor t = g(x). Vi bruger setning 1.4.1
/(5132 — 1) 2xdr = /t7 dt

1

— 48
3 +c
1

= g(xQ— 1)®+¢

Vi vil regne det bestemte integral fra eksempel 1.4.3
2
/1 (22 = 1)"- 22 dx.

22> — 1 og

Som for ser vi at det har form som [’ f(g(x))g'(z)dx med g(z)
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f(t) =7, hvor t = g(x)). Vi bruger seetning 1.4.2

/12(3;2 —1)"2zdx = /9(2) thdt

Dvelse 1.4.4

a) Regn den sidste integral i hver gvelse i dette afsnit vha. setning 1.4.1 og

seetning 1.4.2.

1.5 Arealbestemmelse ved integralregning

Vi er nu endelig klar til at se, hvad vi kan med integralregning. Vi skal nemlig
se, hvordan integralregning kan bruges til at bestemme arealer. Alt efter hvordan
arealerne er placeret, skal vi bruge lidt forskellige teknikker.

g(1)

221
:/ #7 dt
12-1

3
:/ #7 dt
0
]
8 Jo
1 g3
- ) [ ]0
1
— 2@ -0

8
= 820,125.

Areal under ikke-negativ funktion

Vi starter med at se pa situationen, hvor vi vil bestemme et areal under en ikke-

negativ (dvs. positiv eller nul) funktion.
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Satning 1.5.1 (Differential- og integralregningens hovedszatning)

Lad f veere kontinuert funktion, som er ikke-negativ pa intervallet [a, b].

Lad A betegne arealet af omradet M afgreenset af linjerne x = a, x = b, forste-
aksen og f:

~~

p

S~ mmmm— -

Arealet A er bestemt ved:

A:/abf(x)dx

Saetningen er umiddelbart lidt overraskende. Sadan som vi har defineret bestemte

integraler, har de jo ikke noget med arealer at ggre. Men det har de sa alligevel.
Interessant.

Lad f(x) = 0,1e* + 1. Vi vil bestemme arealet A af omradet M, afgreenset af
forsteaksen, andenaksen, funktionen f og linjen med ligningen z = 3. Vi har
altsé

LY+ === == ===
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Vi bruger seetning 1.5.1:

A= /03f(x) dx
:/03(0,1ex—|—1)dx
=[0,1¢" + 2]

—=0,1e* +3 — (0,1 + 0)
— 4,91

Arealet af M er altsa 4,91

@velse 1.5.1
Betragt omradet M begraenset af fgrsteaksen, linjen x = 1, linjen x = 2 og
funktionen med forskriften f(z) = fa*:

Yy

i
1

a) Bestem arealet A af omradet M

Det er ikke altid, at man far en tegning af omradet, sa man skal kunne afkode
hvilket omrade der er tale om ud fra den sproglige beskrivelse.

Dvelse 1.5.2

Lad M betegne omradet afgraenset af forsteaksen, linjen z = 2, linjen x = 10
og funktionen med forskriften f(z) = In(z):

a) Lav en hurtig skitse af omradet. Hvis du ikke kan huske hvordan grafen
for In(z) ser ud... jaaah s& ma du jo tegne i GeoGebra

b) Bestem arealet A af M.

Nogle gange skal man regne lidt for at finde greenserne til ens integral.
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Lad f(z) = In(x). Vi vil bestemme arealet af omradet M, afgreenset af forste-
aksen, funktionen f og linjen med ligningen x = 4. Vi har altsa

Yy

(Vi bruger e* pa begge sider)

Okay, sa vi skal altsd have 1 som nedre greense i vores integral.

Vi bruger seetning 1.5.1:

A= /14f(:1:)dx
:/14ln(x)dx

— [rIn(z) — a]!
— 4In(4) — 4 — (1-In(1) — 1)
— 2,55

Dvelse 1.5.3
Lad f(z) = —32% + 122 — 9.
a) Beregn nulpunkterne for f.

b) Funktionen f afgreenser sammen med forsteaksen et omrade M. Lav ud

fra nulpunkterne og din viden om andengradspolynomier en hurtig skitse
af M.

c) Beregn arealet A af omradet M.
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Nogle gange er selve arealet givet og man skal sé i stedet bestemme noget andet i
integralet.

Betragt arealet A af omrddet afgreenset forsteaksen, funktionen f(z)) = 322,

linjen x = 1 og linjen & = b. Vi vil bestemme b saledes at A = 7. Omradet ser
altsa sadan ud:

[—
S

Vi ved at arealet skal vaere 7 sa vi kan opstille ligningen:
A=T,

og vi kan sa bruge ssetning 1.5.1 til at bestemme A:

[ fa)de =7

1
lga:zdx:7
1 /b
3/1:1:2dx:7
171 41°
i =7
313",
I 1; 30
s gl =T
1
§(b3—13):7
b — 13 =63
b = 64
b= 64
b=4

Altsa er b = 4.
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Dvelse 1.5.4

Lad f(x) = \/x og betragt arealet afgraenset af forsteaksen, andenaksen og linjen
r=k:

?T‘ —_—— - = ——-

a) Bestem k sa arealet af M er 18

@velse 1.5.5 (Svaer)

Lad f(z) = "%, Betragt arealet afgreenset af forsteaksen, f, linjen z = k og
linjen z = In(9):

a) Bestem k saledes at M far et areal pa 2.
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Dvelse 1.5.6

Lad f(z) = —a% + a - 2% og lad M betegne omridet afgraenset af z-aksen,
funktionen f og linjen x = 2. Hvis a = 2 ser M saledes ud:

Y

a) Bestem a saledes at arealet af M er 4.

Er funktionen stykkevist defineret, kan man finde arealet ved at regne hver del for
sig:

Betragt funktionen f give ved

2 —1 r <2
—%x+4 x> 2

- |

Vi bestemmer nu arealet A af omradet M, afgraenset af fgrsteaksen, x = 1,
x = 4 og funktionen f. Altsa arealet markeret her:

Y

Funktionen skifter forskrift ved x = 2 (se forskriften), og derfor deler vi omradet
op i to dele:
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Vi regner nu arealet A; af M;

Ay :/12f(x)dx

:/12(2x—1)dx
=2

(Lav selv mellemregninger)

Vi regner nu arealet Ay af M.
4
A2 = / f(I

_/ ( x—|—4>

(Lav selv mellemregninger)

Arealet af M er altsa A; + A =2+5=171.

Dvelse 1.5.7

Lad f give ved
322 0<ze <1
4—x x>1

o-|

a) Tegn grafen for f i GeoGebra.
b) Bestem arealet A af omradet M afgreenset af f og fersteaksen.
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Areal mellem to grafer
Saetning 1.5.2

Lad f og g veere to funktioner defineret pa intervallet [a,b]. Antag at f > g og
lad A betegne arealet af omradet M afgreenset af linjerne x = a, x = b, funktion
g og funktionen f:

e,

d

Arealet A er bestemt ved:

A= [ (f() — g(a) do

Bemark at der ikke er nogen krav til hvordan funktionerne ligger i forhold til
x-aksen. Vi kraever kun at f er storre end g.

Vi vil bestemme arealet A af omradet M mellem graferne for funktionerne
f(x) = —2? 4+ 52 — 3 og g(x) = —x + 2. Altsa:

Y

Vi starter med at beregne skaeringspunkter mellem f og ¢ som vi har leert pa
b-niveau. Skeeringspunkterne har z = 1 og x = 5. Vi kan nu anvende saetning
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A= (f@) = g@)) do
:/15<—x2—|—5x—3—(—l’+2)>d$

(Lav selv mellemregninger)

Laeg maerke til at grafen for f ligger over grafen for g. Havde de ligget omvendt,
skulle vi have integreret g(z) — f(z) i stedet for f(z) — g(x).

@velse 1.5.8
Lad f(z) = —#2® + 4 og g(z) = —2® + 2?. Graferne for de to funktioner
afgreenser et omrade M som har et areal A.

Y

g
M
x
f

a) Bestem x-koordinaterne til skeeringspunkterne mellem f og g.

b) Bestem A.

Dvelse 1.5.9

Lad f(x) = 2® — 4z og g(r) = —2x. Graferne for de to funktioner afgraenser et
omrade M som har et areal A.

a) Tegn M (f.eks. i GeoGebra).
b) Bestem A.
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Areal over ikke-positiv funktion

Saetning 1.5.2 kan ogsa bruges til at finde arealet over en ikke-positiv (negativ eller
nul) funktion.

Vi vil regne arealet A af omradet M afgreenset af funktionen f(z) = —/z,
x-aksen og linjerne x =1 og x = 4:
Y
T
1 4
f

Sa vi kan ikke bruge saetning 1.5.1, da grafen er under x-aksen. Men vi kan bruge
seetning 1.5.2; selvom vi umiddelbart kun har én funktion. Saetter vi g(x) = 0,
sa vil grafen for ¢ ligge oven i x-aksen, og vi kan derfor regne arealet som et
areal mellem to grafer:

A= / da: (Bemaerk at g > f)
—/ 0— — dx
:/1 vV dr

=3 (Lav selv mellemregninger)

Altsd er A =

32



Dvelse 1.5.10

Lad funktion f veere givet ved forskriften
flz)=—=2"+2% 0<x<?2

a) Bestem ved hjelp af GeoGebra nulpunkter for f.
b) Tegn grafen for f i GeoGebra.

c) Bestem arealet A af det omrade, som er afgraenset af f, forsteaksen og
andenaksen.

d) Sammenlign dit beregnede areal med grafen i GeoGebra. Ser resultatet
rimeligt ud?

Som du maske har gennemskuet er der en simplere made at regne arealet over en
negativ funktion.

Satning 1.5.3

Lad f veere kontinuert funktion, som er ikke-positiv pa intervallet [a, b] og lad
A betegne arealet af omradet M afgraenset af linjerne x = a, x = b, forsteaksen

og f:

NI

Arealet A er bestemt ved:

A:—/abf(x)dx

Vi ser altsa at vi kan finde arealet over en negativ funktion ved at regne det
bestemte integral (som om grafen var positiv), hvis altsa bare vi seetter et minus
foran integralet.

Vi vender tilbage til funktionen fra eksempel 1.5.6. Vi vil altsa regne arealet A
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af omradet M afgraenset af funktionen f(x) = —\/x, z-aksen og linjerne = = 1
og x = 4:

1
4
=, Vo dr
14 :

=3 (Lav selv mellemregninger)
Altsa er A = %
Dvelse 1.5.11
Lad f(x) = —0,2¢” — 1. Grafen afgraenser sammen med forsteaksen, andenaksen

og linjen x = 2 et omrade M:

a) Regn arealet af M ved hjalp af metoden fra ssetning 1.5.3.
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Lad f(z) = —x + 4. Vi vil bestemme arealet A af omradet markeret her:

ANK

Vi ser at den fgrste del af arealet er over x-aksen og den anden del er under, og
derfor ma vi regne de to dele hver for sig. Vi finder fgrst nulpunktet

f(z) =
—x+4=0
r=4

Kalder vi arealet over z-aksen for A; og arealet under for A, far vi:
A=A+ A
4 8
— [ () da+ (— [ @) d:p)
_/ —x +4) dx—l—( AS(—x—Hl)dx)

8
_/ —z+4)de — [ (—z+4)du
=2+8 (Regn selv efter)
=10

Altsa er arealet 10.
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Dvelse 1.5.12
Lad f(z) = 2 — x. Betragt arealet markeret med blé:
Y

/

a) Hvordan bestemmer man nulpunkter for f? Hvilken teknik?
b) Beregn nulpunkterne for f.

c) Bestem det markerede areal.

Lad f(z) = 2% — 42 + 5 og g(x) = —4x + 14. Og betragt det markerede areal:

Vi vil nu regne arealet. Vi vil gerne bruge seetning 1.5.2 (areal mellem to grafer)
men vi har et problem. Seetningen forudsaetter nemlig at den ene graf ligger over
den anden. I dette eksempel har vi forst f > g og efter skeeringspunkt geelder
g > f. Vi lgser problemet ved at regne de to delarealer, lad os kalde dem A; og
As, hver for sig. Vi starter med at beregne skeeringspunktet, hvilket giver (tjek
selv):

=3
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Vi kan nu regne regne arealet sum summen af de to delarealer:
A=A+ A
—/ d:z:+/ x)—g(z)) dx
:/1 (—4x+14—(x —4:1:+5)) dx
+/3 2? —dx + 5 — (—4a + 14))) dx
= [[(a*~9) dut [ (~a® +9) d
— (Lav selv mellemregninger)

=37 3
—3

Dvelse 1.5.13

Lad f(z) = 2* — 62 + 10 og g(z) = 2* — 42 + 6. Og betragt det markerede
omrade:

Y

a) Bestem arealet af det markerede omrade

Vurdering af integral ud fra graf

Fordi vi kender betydning af et bestemt integral, bade for grafer over og under
x-aksen, kan vi nu bestemme en ca.-veerdi for bestemte integraler alene ud fra
deres graf:

Betragt funktionen
f(z) =42*-0.5" — 2.8,

Det er sveert at bestemme en stamfunktion til f, men vi kan ud fra grafen ansla
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veerdien af forskellige bestemte integraler.
Vi vil fgrst bestemme integralet [ f(z) dz

Vi tegner grafen og markerer arealet mellem grafen og x-aksen i intervallet [2; 4]

Fra saetning 1.5.3 ved vi at [y f(2) dz er det markerede areal. Vi teeller tern og
nar frem til at arealet er ca. 3. Altsd erfy) f(z)dx ~ 3.

Vi vil nu vurdere veerdien integralet [ f(x) dx

Vi markerer arealet mellem grafen og x-aksen i intervallet [0; 1]

Fra szetning 1.5.3 ved vi at [ f(z) dz er det markerede areal, men med et minus
pa. Vi taller tern og nar frem til at arealet er ca. 2. Sa skal vi bare putte et
minus pa. Vi far altsd [ f(z)dx ~ —2.

Til slut vil vi ansld veerdien integralet [ f(x) du.

Vi markerer arealet mellem grafen og x-aksen i intervallet [0; 5]:
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Indskudsreglen tillader os dele integralet op i to. Fgrst en del hvor funktionen
ligger under x-aksen. Her er arealet ca. 2 og det skal der et minus pa, sa det
bidrager med ca. —2. Derefter er der en del over x-aksen og her er arealet ca. 4,
s& det bidrager med 4. T alt far vi J§ f(z)dow ~ -2 +4 = 2.

@velse 1.5.14
Betragt funktionen f

0] Y
/1'\ )
T T T T T T
-3 —1 1 3
—14
f
—92

Vurder vaerdien af fglgende integraler ved at teelle tern som i eksemplet ovenover.
a) Jo f(z)dx
b) J7 5 f(2)dx
c) 25 f(x)dx
d) f3° f(2) dz (hmm nu er gvre greense mindre end nedre, hvordan er det nu,
det er med det...?)
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Dvelse 1.5.15

Ved at tegne i GeoGebra og telle tern, skal du vurdere veerdien af fglgende
integraler:

a) [73(—2x%" —1)dx
b) J5(=2x3e® — 1) dx
¢) [ (—2x3e" —1)dx

1.6 Integraler i GeoGebra
Man finder en stamfunktion med kommandoen :

Integral ( <Funktion> )

Vi vil bestemme en stamfunktion F' til f(x) = 2z i GeoGebra. I et algebravindue
skriver vi: Integral (2x):

f(x) = Integral(2 x) N

2

—_ X

o

og vi kan se at F'(z) = z? er en stamfunktion til f (vi skriver F selvom GeoGebra

kalder stamfunktionen f)

@velse 1.6.1
Lad f(z) =z -e".
a) Bestem i GeoGebra en stamfunktion til f.
Ubestemte integraler bestemmer man ogsa med kommandoen Integral (funktion),

men man skal indtaste den i CAS:

Vi vil bestemme [ 2x dz i GeoGebra. Vi abner CAS og skriver: Integral (2x):
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1 Integral(2x)
- x2+C1

Vi kan se at GeoGebra kalder integrationskonstanten c;. Vi plejer at kalde den
for ¢ vores facit er [2xdr = 2% + ¢

Dvelse 1.6.2

Lad f(z) = vz + 1.
a) Regn [ f(z)dx i GeoGebra CAS.

Vil man bestemme en bestemt stamfunktion (f.eks. gennem et punkt), sa finder
man forst det ubestemte integral, og derefter bruger man kommandoen Beregn(ligning me
til at finde integrationskonstanten.

Vi vil bestemme den stamfunktion F' til f(z) = 2x, som gar igennem punktet
(4,5).

Vi skal igen bruge CAS. Vi starter med regne det ubestemte integral, men denne
gang vil vi gerne kalder resultatet F', sa vi skriver: F(x) :=Integral (2x).

1 F(x) : = Integral(2x)

® - F(x) := x>+ ¢

Vi skal nu finde ud af hvad integrationskonstanten skal veere sa vi skriver:
Beregn(F(4)=5):
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I 1 F(x):= Integral(2x)

O - F(x) := x>+

2 Beregn(F(4) = 5)

— {C1 = —11}
Vi ser at ¢; = —11, sa vores facit er:
F(z)=2?-11
@velse 1.6.3

Lad f(z) =z + 1.

a) Bestem (i GeoGebra) den stamfunktion til f som gar igennem punktet
(1,2).

Bestemte integraler

Bestemte integraler regner man med kommandoen:

Integral (funktion, Start x-Verdi, Slut x-Verdi)

Vi vil regne det bestemte integral: [?2xdx. I et algebra vindue skriver vi:
Integral(2x,3,5):

a = Integral(2 x,3,5)
O
— 16

Altsa er -
/3 2x dr = 16.
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Dvelse 1.6.4
Regn i GeoGebra:
a) J7 % dx

Areal under graf

Da arealer under grafer er givet ved bestemte integraler er der ikke rigtig noget
ny her i forhold til GeoGebra. Men okay her er et eksempel alligevel:

Lad f(x) = 0,1e*. Vi vil bestemme arealet af omradet M, afgraenset af fgrste-
aksen, andenaksen, funktionen f og linjen med ligningen x = 3.

Vi skriver: Integral(0,1e"x,0,3):
O a = Integral(0.1 €%,0, 3) N
— 1.01

+

| _a= 19

-1 0 1 2 3

Vi kan se at A = 1,91. Vi kan endda se selve arealet i tegneblokken til hgjre.

Dvelse 1.6.5

Lad f(z) = 2° — e®. Lad A betegne arealet af punktmaengden afgreenset af
fgrsteaksen, andenaksen, f og linjen x = 1.

a) Bestem A i GeoGebra
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Dvelse 1.6.6

Lad f(x) = 2® — T2? + 142 — 8. Grafen for f afgreenser sammen med fgrsteaksen
en punktmeengde som vist her:

Y

N

a) Bestem arealet af punktmaengden.

Maske er det mere interessant at se et eksempel pa hvordan man bestemmer en
ukendt konstant i forbindelse med et integral.

x?,

Betragt arealet A af omrddet afgreenset forsteaksen, funktionen f(z)) = §

linjen x = 1 og linjen x = b. Vi vil bestemme b saledes at A = 2.

Vi abner CAS og skriver: A:=Integral (1/4x72,1,b) og far:
1 2
A : = Integral Zx 1. b

b3 —1
= A= ——
12

Vi kan nu finde b ved at lgse ligningen A = 2. Vi skriver: Beregn (A=2)
Beregn(A = 2)

o {b:é/ﬁ}

2

Vi vil gerne have decimaltal, sa vi trykker krgllet lighedstegn:
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og vi far facit:

~ {b=292}
Altsa b = 2,92

Dvelse 1.6.7

Lad f(z) = va% + k. Lad A betegne arealet afgreenset af forsteaksen, andenak-
sen, f og linjen x =1

a) Hvis GeoGebra-kommandoen Beregn ikke virker, findes der en anden kom-
mando man kan bruge. Hvad er det for en kommando? og hvad er forskellen
pa de to kommandoer?

b) Bestem k sa A = 1.

Areal mellem to grafer

Arealet mellem to grafer findes med kommandoen:

IntegralMellem(funktion, Funktion, Start x-Verdi, Slut x-Verdi)

Vi vil bestemme arealet A af omradet M mellem graferne for funktionerne
f(x)=—2>+5r -3 o0g g(x) = —x + 2.

Vi starter med at tegne funktionerne:
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@)
@)

f(x) = —x*4+5x—3

g(x) = —x+2

+

Input...

Vi finder skaeringspunkterne med skaeringsvaerktagjet eller skaeringskommando-

€11:

@)
@)

f(x) = x> +5x—3
g(x) = —x+2

A = Skeering(f,g,1)

-

1

:_/Q\c/\a
g

N\

- (1, 1)

o B = Skeering(f, g, 2) :
— (5.-3)

+ Input...

Vi kan se at x-koordinaterne til skeeringspunkterne er 1 og 5. Dvs. vi har de
graenser vi skal bruge og vi kan regne arealet med et integral.

A
0 1 2 3 4
-1
-2

!

Vi skriver: IntegralMellem(f,g,1,5)
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o
1|

f(x) = —x*4+5x—3

@)

g(x) = —x+2

A = Skeering(f, g, 1
® (f.g,1)
~ ()

B = Skaring(f,g,?2
® (f.g,2)
— (5,-3)

a = IntegralMellem(f, g, 1,5)
O
— 10.67

+ |

Vi kan se pa tegneblokken at vi har fat i det rigtige areal, og at det har veerdien
10,67.

Dvelse 1.6.8
Lad f(x) = 20,52 og betragt punktmeengden M:

a) Bestem arealet af M

47



1.7 Beviser - Integralregning

Beviser til stamfunktioner
Satning 1.7.1

Lad F' veere en stamfunktion til f, G en stamfunktion til g og k£ en konstant.
Sa gaelder:

1. k- F(x) er en stamfunktion til k- f(x)
2. F(z)+ G(z) er en stamfunktion til f(z) + g(x)
3. F(z) — G(x) er en stamfunktion til f(z) — g(x)

Bevis

Vi viser fgrste regneregel. Se nedenstaende gvelse for resten.

Vi husker at en stamfunktion funktion f er en funktion F' som opfylder at:

Sa skal vi vise at k- F'(z) er stamfunktion til k- f(x) skal vi altsa vise at:

(k- F(x)) =k f(x)

Vi regner (k- F(x))" ved at bruge regnereglen (k- f(z)) = k- f'(x), som vi
kender fra differentialregning:

(k- F(2)) = k- F'(x) (Regel: (k- f(2)) =k f'(z))
=k f(z) (Da F'(z) = f(x))

Altsé er (k- F(x)) = k- f(z), hvilket var det vi gerne ville vise.

Dvelse 1.7.1

a) Bevis resten af seetning 1.7.1.

Vi leegger godt meerke til resultaterne i setning 1.7.1 da vi for brug for dem i
naeste bevis.
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Beviser til bestemte integraler
Satning 1.3.1

Lad f og g veere kontinuerte funktioner, a, b og c reelle tal, og k en konstant.
Sa geelder fglgende regneregler:

L k- f(x)de =k- [P f(x)dw

2. fy (f(2) +g(x)) dv = [} f(z) dv + Jj g(z) dx

3. 2 (f(2) — ge)) di = P () dx — [ g(a) da

4. f(z)de = J¢ f(x)dx + [P f(x)dz  (Indskudsreglen)

Bevis
Regel 1: Vi skal vise at

/abkz-f(x)d:p:k:-/abf(:p)dx.

Vi udnytter at k- F'(x) er stamfunktion til k- f(z):

[k @) de = k- F@),
— k- F(b) — k- F(a)
=k (F(b) — F(a))
— k- [ () da

a

Regel 2: Vi skal vise at

[ (F@) + (@) do = [ f(2)do+ [ glx) da

a

Vi udnytter at F'(z) + G(x) er en stamfunktion til f(z) + g(x)

= F(b) + G(b) = (F(a) + G(a))
= F(b)+ G(b) — F(a) — G(a)
= F(b) — F(a) + G(b) — G(a)

Regel 3 springer vi over da den bevises som regel 2.
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Regel 4 Vi skal vise

/abf(:zs)da::/acf(a:)der/cbf(gs)dg;

Her er det nemmest at starte med hgjresiden:

/acf(:c) dx + /be(x) dx = F(c) — F(a) + F(b) — F(c)

Beviser til arealbestemmelse

Det vigtigste og mest spaendende bevis er beviset for hovedsasetningen.

Satning 1.5.1 (Differential- og integralregningens hovedsatning)

Lad f veere kontinuert funktion, som er ikke-negativ pa intervallet [a, b].

Lad A betegne arealet af omradet M afgreenset af linjerne x = a, x = b, forste-
aksen og f:

R
—

p

S~ mmm——-—

Arealet A er bestemt ved:

Bevis

For at ggre beviset nemmere vil vi antage at f er voksende. Arealet A er arealet
af det farvede omrade:
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a b

Beviset er langt, sa vi deler det op i to dele.
Del 1: Arealfunktionen

Forste del omhandler en funktion vi kalder arealfunktionen og betegner med
A(z). Den er defineret ved, at den til ethvert x knytter arealet af omradet
afgreenset af de lodrette linjer gennem a og xz, grafen for f og fgrsteaksen.
Arealet A(x) er altsa det blat skraverede omrade:

Yy

I I T
a T b

Leeg meerke til at der forskel pa A og A(x). Bogstavet A bruger vi om arealet
omtalt i seetningen, mens A(x) altsa er arealfunktionen. Del 1 gar ud pa at vise
at A(z) er stamfunktion til f. Dvs. vi skal vise at A’(x) = f(z). Vi husker at
differentialkvotienten er defineret ved:

. Az + Azx) — A(x)
! _
A=A

Nu skal vi vise at A'(x) = f(z), sa vi skal altsa vise at

lim Az + Az) — A(x)
Az—0 Az

= f(x).
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Vi veelger nu et Ax, og indtegner arealet A(z + Ax) pa vores skitse:

y f

Vi har skraveret A(x + Az) med rodt (vi husker at det bla omréade er A(x)).
Hvis vi kigger pa den del af det rgde omrade, som ikke er blat, ma det vaere
givet ved A(x + Ax) — A(x). Det er det omrade vi er interesseret i, og derfor vil
vi nu markere det med gult. Vi indtegner ogsa to rektangler pa tegningen:

y f

s

Det sorte rektangel har bredde Az og hgjde f(x). Dermed har det arealet
f(x)Az. Det gronne rektangel har ogsa en bredde pa Az, men hgjden er f(z +
Az). Dermed har det arealet f(z+Ax)Ax. Vikan se at areal af det gule omrade
ligger i mellem arealerne af de to rektangler. Altsa

flx)Ax < A(x + Az) — A(x) < f(z + Ax)Ax

Vi dividerer nu med Ax:
Az + Az) — A(x)
Az

Vi genkender nu udtrykket i midten som at veere differenskvotienten. Vi mang-
ler bare at tage greenseveerdien, sa vi lader Ax — 0. Vi har antaget at f er

flz) < < f(z + Az).
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kontinuert, sa derfor ma f(z 4+ Az) — f(z) nar Az — 0. Men differenskvotien-
ten w ligger imellem f(x) og f(x 4+ Ax), sa derfor ma den folge med,

og ogsa ga mod f(x) nar Az — 0. Altsa:

lim A(xr + Ax) — A(x) _ f(a),

Az—0 Ax

hvilket var det vi skulle vise, og vi kan konkludere at A(x) er stamfunktion til
f. Vi er hermed feerdige med bevisets forste del.

Del 2: Arealet A som bestemt integral

I del 2 viser vi seetningens pastand. Altsa vi vil bevise at:

A:/abf(x)dx

Ifglge definitionen af det bestemte integral er

[ f(a)da = F(b) ~ Fla).

hvor F' en hvilken som helst stamfunktion til f. Vi har lige vist at A(z) er en

stamfunktion til f, sa den ma vi kunne bruge som stamfunktion i integralet.
Altsa:

[ f(x)de = A®) — Ala).

Vi ser at hgjresiden er en forskel mellem to arealer. Lad os se naermere pa
de to arealer. Arealet A(b) er, ifglge definitionen af arealfunktionen, arealet af
omradet afgraenset af linjerne x = a, x = b, forsteaksen og f. Det er det areal
vi kaldte A i ssetningen. Arealet A(a) er, ifplge definitionen af arealfunktionen,
arealet af omradet afgreenset af linjerne x = a, x = a, forsteaksen og f. Da de
to lodrette afgreensningslinjer ligger oven i hinanden vil omradet bare veere en
streg og dermed er A(a) = 0. Vi har altsa:

b
[ f@)dz = A(b) — A(a) = A= 0 = 4,
hvilket fuldender beviset. For klarhedens skyld har jeg inkluderet en tegning de

omtalte arealer. Omradet med arealet A(b) har jeg farvet pink, mens omradet
med arealet A(a) er gront:
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@velse 1.7.2 (Svaer)

I beviset ovenover har vi (uden at ggre om opmeerksom pa det) antaget at Ax
er positiv.

a) Gennemfgr beviset nar Az er negativ.

Ekstra beviser
Argument for hovedssetningen

Beviset for hovedsaetningen er lidt som de fleste andre beviser. Nar beviset er
feerdig, ma man erkende at saetningen ma veere rigtig, men seetningen fremstar ikke
klarere, end inden man lavede beviset. Vi skal nu se argument for hovedssetningen,
som ikke er sa stringent, men til gengeeld far det seetningen til at fremstéd mere
klart (maske? you tell me).

Vi skal vise at A = [ f(x) dv og det vil vi ggre ved at kigge pa arealet forst. Sa
betragt funktionen f og arealet under f mellem a og b som vist her:

\/\f

X

|

| |

| |

l !

] |

T T
a b

Vi vil nu bestemme dette areal ved at opdele x-aksen i mindre ligestore dele og
tegne bokse som vist her:
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a i) T3 b

T T4

Vi kan se at det ikke er det helt rigtige areal vi far, men det er klart at arealet af
rektanglerne naermer sig det rigtige areal, hvis vi ggr inddelingen finere. Vi regner
nu arealet. Kalder vi boksenes bredde for Ax vil fgrste boks havde arealet

hgjde - bredde = f(x1) - Az
Tilsvarende for de andre bokse. Det samlede areal er altsa givet ved:
A= f(z1)Az + f(z2)Az + f(z3)Ax
Vi kan udtrykke arealet vha. stamfunktionen F', da F'(z) = f(z):
A~ F'(11)Az + F'(29) Az + F'(23)Ax

Nu er arealet altsa udtrykt ved F'. Lad os se hvordan det ser ud pa grafen for F.
Vi ved at F’ udtrykker haeldningen pa tangenten til . Ganger vi heeldning med
Ax far vi tangentens veekst, nar x vokser med Ax. Lad os tegne det ind. Vi tegner
tangenterne med bla og vaeksten med rgd:

Y F

F(b) 5

F'(z3)Ax

T Ty
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Arealet er altsa lig med summen af de rgde leengder. Vi sammenligner nu summen
af de rgde leengder med F(b) — F(a) som ma veaere afstanden fra F(a) til F(b)
langs y-aksen.

Yy F

F'(z3)Ax

Vi ser at den samlede leengde af de rode stykker (som utrykker arealet) giver
omtrent det samme som lezengden af det gronne stykke (som udtrykker F'(b)—F(a)).
Altsa

A= F(b) — F(a)

og da F(b) — F(a) = [? f(z) dz ma

Ax [ f(x)da

Nar vi skriver "~” i stedet for "=" er det pga. de afvigelser der introduceres som
konsekvens af inddelingen af x-aksen. Hvis vi ggr inddelingen finere er det klart,
at afvigelserne bliver mindre. Faktisk er det oplagt at vi kan ggre afvigelserne
vilkarligt sma ved bare at ggre inddelingen fin nok. Derfor konkluderer vi at:

A:/abf(x)dx

Beviser til ubestemte integraler

Vi skal nu bevise nogle simple regneregler for ubestemte integraler. Men inden vi
gar i gang med de konkrete regler, skal vi se pa et generelt princip. Lad os sige at
vi vil bevise pastanden

/(udtryk 1) dz = udtryk 2.
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Ifglge definitionen af det ubestemte integral betyder det, at vi skal bevise at udtryk
2 udger samtlige stamfunktioner til integranden (altsa udtryk 1). I praksis vil vi
ngjes med at bevise at udtryk 2 er én stamfunktion til integranden. Den eneste
forskel pa én stamfunktion og samtlige stamfunktioner er, at udtrykket for samtlige
stamfunktioner indeholder en integrationskonstant. I vores tilfeelde vil udtryk 2
oplagt indeholde en integrationskonstant, det er bare ikke noget vi vil komme ind

pa.

Satning 1.2.1

Lad f og g veere kontinuerte funktioner og k en konstant som ikke er nul. Sa
gaelder fglgende regneregler:

L. Jk-f(x)de=Fk- | f(z)dz
2 [(f(x) +9(@)) dw = [ f(x) dx + ] g(x) d
3. [ (f(z) = g(x)) dv = [ f(z)dx — [ g(x) dx

Beuvis

Vi vil bevise de to fgrste regler.

Regel 1: Vi skal vise at

/k-f(x)d:v:k-/f(x)dx

Ifglge vores vores generelle princip om beviser med ubestemte integraler skal
vi vise, at hgjresiden er stamfunktion til integranden. Altsa at k- [ f(x) dx er
stamfunktion til &k - f(z): Vi diffentierer k - [ f(z) dx

(k- [ f(x)de)

Vi seetter k ud foran differentiationen.

B (] @) de)

Vi husker at ubestemte integraler er stamfunktioner. Sa integration og differen-
tiation opheever hinanden altsa har vi:

k- f()

Altsa er k - [ f(z) dz er stamfunktion til k- f(x) og vi har vist Regel 1.
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Regel 2: Vi skal vise at

[ (f(@)+g(x)) do = [ f(z)dw + [ g(z)dw

Vi differentierer hgjresiden:

(/f(x) d:z:+/g(:c) dx)l

Vi opdeler differentiationen i to:

([ ryde) + ([ glx) dz)

Differentiation ophaever integration:

f(@) +g(x)

og vi har altsa vist, at [ f(z) dzv+ [ g(x) dx er stamfunktion f(x)+g(x), sa regel
2 er bevist.

Dvelse 1.7.3

a) Bevis regel 3 i ssetning 1.2.1 (ovenstaende saetning).

Dvelse 1.7.4 (Svaer)

I bemarkningen inden ovenstaende bevis star der: "I vores tilfaelde vil udtryk 2
oplagt indeholde en integrationskonstant”

a) Forklar hvorfor, for hver af de tre regneregler.

Beviser til integration ved substitution
Satning 1.4.1

Lad f veere en kontinuert funktion og g en differentiabel funktion. Sa gaelder:

| Fg(@))g (@) de = [ f()dt,

hvor ¢t = g(x).

Bevis

Vi skal vise at

[ (9(@))g (x) dw = [ f(t)dt
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Vi skal vise at [ f(t) dt er stamfunktion til f (g(x)) g'(x), hvilket vil sige, at vi

skal differentiere [ f(t)dt ,og tjekke at det giver f(g(a:))g’(x) Men nu skal vi
holde tungen lige i munden. Fordi selvom [ f(¢) dt ligner en funktion af ¢, skal
den opfattes som en funktion af x, og nar vi differentiere den, skal den altsa
differentieres med hensyn til x. Det betyder at det er en sammensat funktion:

Jf(#)dt
(Opfattet som funktion af x)

N g() t Jf(t)dt F di

Regnereglen for differentiation af sammensatte funktioner lyder:

(fg(2)) = f'(g()) - d'(x).

Hos os er den ydre funktion [ f(t) dt, og den indre funktion er t = g(z). Vi far
nu

(f £wydr) = o) -
= f(9(x)) - g'(2),

og vi har hermed vist at [ f(g(x))g’(a:) dx = [ f(t) dt. Man kan dog undre over
hvorfor jeg ganger med t' ved det forste lighedstegn. Burde differentiation og
integration ikke ga ud med hinanden? Nej, for vi differentierer med hensyn til
x og integrere med hensyn til t. Fgrst nar vi bruger reglen om differentiation
af sammensatte funktioner, kan vi differentiere den ydre funktion med hensyn
til ¢t ,og pa det tidspunkt vil differentiation og integration ga ud med hinanden.
Men reglen siger sa ogsa, at vi skal gange med den indre differentieret, og derfor
ganger vi med t'.

Saetning 1.4.2

Lad f veere en kontinuert funktion, g en differentiabel funktion og lad a og b
veere to reelle tal. Sa geelder:

b , ()
[, Hlol)g' (@) dw = [ " () dt,

hvor ¢t = g(x).
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Bevis

Ifglge seetningen for substitution for ubestemte integraler gaelder fglgende:

[ Fg@)g (@) de = [ f(1)adt

Her er det er underforstaet at vi skal indseette g(x) i stedet for t efter vi har
integreret pa hgjresiden. Men det ma betyde, at vi kan finde en stamfunktion til
f(g(x))g'(x), ved at finde en stamfunktion til f(¢), og sa indsaette g(x) i stedet
for t. Sa hvis F'(t) er en stamfunktion til f(¢), sa er F'(g(x)) en stamfunktion til
f(g(x))d' (x). Seetningen er nu nem at vise:

[ fla(a))g (@) dz = [F(g(x))]"

@velse 1.7.5 (Svaer)

a) Bevis de ekstra regneregler i afsnit 1.3.
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Kapitel 2
Differentialligninger

Nar man vil beskrive problemstillinger, som handler om sammenhaengen mellem
en funktion og dens vackst, far man en ligning, som bade indeholder funktionen og
dens differentialkvotient. Den slags ligninger kaldes differentialligninger, og dem
skal vi studere naermere i dette kapitel.

2.1 Introduktion til differentialligninger

En differentialligning er en ligning, hvor den ubekendte er en funktion, og som in-
deholder funktionens differentialkvotient (deraf navnet — differentialligning). Funk-
tionen betegner vi med y og differentialkvotienten skrives dermed som v/’

Betragt ligningen
y = 5.
Vi kan se at ligningen indeholder differentialkvotienten 3, og derfor er det en

differentialligning.

I ovenstaende eksempel star der ikke y nogle steder i ligningen. Men det sendrer
ikke pa, at det er y der er den ubekendte. Man kan sige at y optraeder i ligningen
via sin differentialkvotient.

Betragt ligningen
y - x=1y+ 227,

Vi kan se at ligningen indeholder differentialkvotienten 1/, og derfor er det en
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differentialligning. Ligning indholder ogsa funktionen y og variablen .

ADvelse 2.1.1

Bestem hvilke af fglgende ligninger som er differentialligninger

En [gsning til en differentialligning er en funktion, der ggr ligningen sand, nar man
seetter funktionens forskrift ind i stedet for y.

Funktionen f(z) = z? er ikke en lgsning til differentialligningen 3’ = 5. Det
kan vi se, ved at seette f ind i stedet for y i ligningen. I ligningen optraeder
differentialkvotienten ¢, sa vi finder forst f’(x). Den giver f'(z) = 2z og den
kan vi nu satte ind i ligningen:

y =5 (Vores oprindelige ligning)
20 =5 (Vi har indsat f'(z) i stedet for y')

Vi kan se at f ikke en lgsning, da ligningen er falsk (der star ikke det samme
pa hver side af lighedstegnet).

Vi vil nu prgve om funktionen g(x) = 5x+1 er en lgsning til differentialligningen.
Vi finder forst differentialkvotienten ¢’(x) = 5. Vi saetter nu ind i ligningen.

y =5 (Vores oprindelige ligning)
5=5 (Vi har indsat ¢'(x) i stedet for y')

Vi kan se at g er lgsning til differentialligningen, da ligningen er sand (der star
det samme pa begge sider).
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ADvelse 2.1.2

Bestem hvilke af folgende funktioner som er lgsning til differentialligningen ¢’ =
2x

2) f@) =2
b) f(z)=2*+1
c) flx)=a>—2x
Q) f(z) =

Vi vil nu undersgge om funktionen f(z) = 2° — 32 er en lgsning til ligningen
y - x =y + 223 Vi finder forst differentialkvotienten f’(z) = 3z% — 3, hvorefter
vi indseetter f og f’ i ligningen:

y -x =1y + 22° (Oprindelige ligning)
(32 = 3) -2 = 2 — 3z + 22° (Indsat f for y og f’ for y')
37° — 3z = 32° — 3z (Reduceret)

Vi kan se at ligningen er sand og vi kan dermed konkludere at f(z) = 2° — 3z
er lgsning til ligningen 3/ - © = y + 223,

@velse 2.1.3

Tjek om:
a) f(z)=a>+ 3z er lpsning til /- v = 2% + y
b) f(x) =In(z) er lgsning til xIn(z) = (v + y)r — 1
¢) f(x) =2+ 32?2 — 1 er lgsning til ¥ — y + 23 = 62
d) f(z) = e3* er lgsning til y? — % + ¢/ = 3y

Vi vil bestemme konstanten c saledes at funktion
flx)=a2*+c-x
er lgsning til differentialligningen
y —2=2x+1.
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Vi regner forst f:
f(z) =2z +c

Vi indsaetter nu i ligningen og isolerer c:

y —2=2x+1 (Oprindelige ligning)
2r+c—2=2z+1 (Indsat f for y/)
c=3 (Isoleret c)

Vi konkluderer, at hvis ¢ = 3, sd er f(z) = 2> + ¢ x lgsning til ¢ — 2 = 2z + 1.

Dvelse 2.1.4
Lad f(z) = 2* + bz + k.

a) Bestem konstanten k sa f er lgsning til differentialligningen: ¢y’ — 2y =
—22% — 8x — 1.

@velse 2.1.5
Betragt ligningen 2y’ = —a(y — =) + 2

a) Bestem a s funktionen f(x) = €% + x er lgsning til ligningen.

Dvelse 2.1.6

Gor rede for at:
a) f(r) =x-e" erlgsning til z(y —y) =y
b) f(z) =22+ 1 er lgsning til % =

Der er flere mader at opskrive den samme ligning pa. Fglgende variationer er
mulige:

o Den ubekendte kaldes f(x) i stedet for y.

o Differentialkvotienten skrives som g—g i stedet for vy .

« Lgsningen betegnes med y i stedet for f(x).
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Differentialligningen ' - © = y + 22% kan skrives pa folgende mader:

yl. :y+2x3
fl(@) -z = f(z)+ 227
d

dy =y + 22°

Losningen (tjek selv at rent faktisk er en lgsning) kan skrives som
f) =23z eller y=2"—3z

Om differentialligningen, eller Igsningen, star pa den ene eller den anden made har
selviglgelig ingen betydning for, hvordan man regner pa ligningen.

Q@velse 2.1.7

Gor rede for at:
a) f(z) = 2 + 22 er lgsning til 2% — 6% = 4x
b) y = 22 er lgsning til 3y = 2x
c) f(x) =e” er lgsning til f(z) = f'(z)

Ekstra

Differentialligninger kan ogsa indeholdte den dobbelt afledte. Sa kaldes det en
andenordens differentialligning. Den type ligninger mgder man meget ofte i fysik
(sikkert ogsé i pkonomi). De kan veere sveere at lgse

@velse 2.1.8
Lad f(z) = e* — 43¢
a) Gor rede for at f er lgsning til ¢y’ + v’ = 6y

2.2 Bestemmelse af lgsninger

I sidste afsnit sa vi, hvordan man undersgger om en funktion er lgsning til en givet
differentialligning. I dette afsnit skal vi se pa, hvordan man [gser en differentialling.
Altsa hvordan man selv finder Igsningen.
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Fuldstendige og partikuleere lgsninger

Betragt differentialligningen
y = 2x.

Ligningen udtrykker, at y er en stamfunktion til 2z, sa derfor kan vi hurtigt se, at
f(z) = 2? er en lgsning til ligningen. Men hvad med funktionen g(z) = 2+ 7? Den
opfylder ogsa ligningen og derfor er den ogsa en lgsning. Fra integralregning ved
vi at samtlige lgsninger til ligningen har formen y = 22 + ¢, hvor ¢ er en arbitreer
konstant. Vi kalder lgsningerne f(z) = 22 og g(x) = 2% + 7 for partikulerer
lgsninger og lgsningen y = 2% + ¢ for den fuldstendige losning. S& de partikulsere
lgsninger er konkrete lgsninger, mens at den fuldsteendige lgsning er en generel
lgsning, som viser hvilken form de partikuleere lgsninger har.

Betragt differentialligningen y' = 3
a) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen.

b) Bestem to forskellige partikuleere lgsninger til differentialligningen

Fuldstendig lgsning ved tabelopslag

Betragt ligningen
y=y+1

Skal vi lgse den, skal vi finde en funktion, som giver sig selv plus en, nar man
differentierer den. Hvad kunne det mon vaere? Selvom ligningen er meget simpel
er det sveert at se, hvad lgsningen er. Heldigvis skal vi kun leere at lgse differen-
tialligninger pa nogle helt bestemte former. For hver form kan vi sa finde den
fuldsteendige lgsning i en tabel:

Ligning Lgsning
y = h(z) y=[h(z)dx

y =h(x)-gy) |/ ﬁy) dy = [ h(z) dx | Separation af de variable

vy =k-y y=c-eh? Eksponentiel vaekst

y=b—a-y y="L4c.ere

v =a-y(M —vy) Yy = Hce% Logistisk veekst

Tabel 2.1: Lgsningsformler for differentialligninger
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Tabellen findes ogsa i formelsamlingen, men uden den sidste rackke. Vi kan se, at
nogle af ligningerne har et specielt navn, og disse vil vi vende tilbage til senere.

Vi vil bestemme den fuldsteendige lgsning til ligningen 3’ = 3y. Ligningen har
formen ¢/ = k - y og ifelge tabellen er den fuldsteendige lgsning givet ved:

y=c-e?
I vores tilfeelde er k = 3, sa vi far Igsningen

y=c-e

Dvelse 2.2.2

Bestem ved hjeelp af tabellen den fuldsteendige lgsning til differentialligninger-
ne:

a) y' =5y
b)y=2-3-y

c) ¥ = 4y(100 — y)
d) v =In(z) +1

Nogle gange skal man omskrive ligningen lidt for at kunne genkende den i tabel-
len.

Vi vil finde den fuldsteendige lgsning til ligningen 3’ = 4 + 5y. Vi kan skrive
ligningen som 3’ = 4 — (=5)y, sa den har form som ¢y’ =b—a -y med b =4 og
a = —5. Ifglge tabellen er den fuldsteendige lgsning givet ved

b

y=—+c-e "
a

Vi indseetter b = 4 og a = —5:

4
= — 4c.e Ve
S
og reducerer A
——_ 4. 653:
YT



QDvelse 2.2.3

Bestem den fuldsteendige lgsning til ligningerne:

a) ¥y =3+ 2y
b) 2y =y
c)y+z=0

Partikuleser lgsning ved tabelopslag

Partikuleere lgsninger opstar nar der kommer krav til lgsningen — som regel i form
af et punkt lgsningen skal ga igennem.

Betragt differentialligningen
y = 32°.

Vi vil bestemme den lgsning f, som opfylder at f(1) = 5.

Vi finder forst den fuldsteendige lgsning ved finde ligningen i tabellen. Ligningen
har form som ¢ = h(z), med h(x) = 322, og ifolge tabellen er den fuldsteendige
lgsning givet ved:

Yy = /h(x) dx

Vi indsaetter forskriften for h(x) og integrerer
y:/3x2d:v::c3—i—c,
og den fuldstendige lgsning er altsa:
Yy = 2%+ c.

Vi vil nu finde den partikulaere lgsning, som opfylder at f(1) = 5. Altsa nar
x =1 skal y = 5. Det kan vi indsaette i den fuldsteendige lgsning:

F=1"+c
Vi isolerer ¢ og far ¢ = 4. Sa vores endelige lgsning er

flz) =" +4

Kravet f(1) =5 kan ogsa formuleres som at ”f gar igennem punktet (1,5)”.
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Dvelse 2.2.4
Betragt differentialligningen vy’ = 2x — 1.

a) Bestem den partikuleere lgsning til som géar igennem punktet (3,4).

Betragt differentialligningen
y =6+ 3y.

Vi vil nu finde den lgsning f som gér igennem punktet (0, 1).

Vi starter igen med at finde den fuldsteendige lgsning i tabellen. Vores ligning
har form som v = b —a -y, hvor a = —3 og b = 6. Ifplge tabellen er den
fuldsteendige lgsning givet ved:

b _
y=—+c-e
a

Vi indsaetter veerdierne for a og b:

6
= — 4.7
YT 3
og reducerer for sa at fa den fuldsteendige lgsning:

y=c-e* —2.

Vi indsaetter punktet (0, 1):

og reducerer:
Vi isolerer ¢ og far

og vores endelige lgsning er dermed:

flz)=3-€"—2

Metoden i det ovenstaende eksempel bruges nar ligningerne har form som de 3
nederste raekker i tabellen. Det eneste som @ndrer sig er at man far forskellig type
af ligninger nar man skal isolere c. Separation af de variable skal vi se neermere
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pa i det naeste afsnit.

Dvelse 2.2.5
Bestem
a) den partikuleere lgsning til ligningen 3’ = 7y, som opfylder f(0) = 3.
b) den partikuleere lgsning til ligningen 3’ = 2y(400 — y), som gar igennem
punktet (0,100).
Dvelse 2.2.6 (Svaer)
Bestem den partikuleere lgsning til ligningen. . .
a) % = 3y, som opfylder f(0) = 10.
b) ¥ — 9 =y, som gar igennem punktet (0,2).
= (4x + 8)1°, som opfylder f(—2) = 0.

)
c) v
d) 3 = —2y* + 20y, som gar igennem punktet (0, 6)
2.3 Separation af de variable

Separation af de variable er en metode, man kan bruge til at lgse differentiallig-
ninger pa formen
y = h(z) - g(y)

Fuldsteendige lgsninger ved separation

Ligesom man kan lave integration ved substitution pa to mader, med en teknik
eller en formel, sa kan man tilsvarende lave separation af de variable med en teknik
eller en formel. Vi vil fgrst se pa "teknikken”.

Vi vil bestemme den fuldsteendige lgsning til ligningen:

1

37 y#0

y =2z

Vi ser at ligningen har form som 3’ = h(x)-g(y) og derfor kan vi bruge metoden
separation af de variable til at finde den fuldsteendige lgsning. Vi starter med
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at omdgbe differentialkvotienten til %:

dy 1
—= =2x —
dx 3y?

Tricket er nu, at samle alt det som har med = at ggre pa den ene side, og alt
det som har med y at ggre pa den anden. Vi starter med at gange med 3y?

dy
3y*—= =2
y d,fC x?

hvorefter vi nu ganger med dx pa begge sider (her "leger” vi altsa ogsa at
differentialkvotienten er en brgk):

3y? dy = 2z dx

Vi har nu separeret variablene, dvs. alt med y er pa den ene side af lighedstegnet
og alt med x er pa den anden. Vi integrerer pa begge sider:

/3y2 dy = /2xda:,

hvilket giver
y3 +o =2 +¢
Vi traekker ¢; fra pa begge sider:

Y =2+ —a,
og samler de to konstant i en ¢ = ¢y — ¢y:
y3 = 1 +c
Vi tager nu den tredje rod pa begge sider:
y= VT

Normalt vil man ikke skrive sa mange detaljer som i ovenstaende eksempel. Man
bliver hurtigt traet af at fgrst skrive de to konstanter ¢; og ¢y for sa senere at samle
dem som en enkelt konstant c. Hvorfor ikke bare starte med en enkelt konstant?
Vi kan ogsa finde pa at ggre flere ting pa en gang nar vi separere variablene. Ville
vi skrive eksemplet mere kompakt, kunne det altsa se saledes ud:
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Vi vil bestemme den fuldstaendige lgsning til ligningen:

1

y/:2$'3y2 , y#0

Vi bruger separation af de variable. Vi har:

Vi ganger med 3y? og dx pa begge sider og integrerer:

/3y2 dy = /Qxd:c,

hvilket giver
Yy =2t +c

Vi tager nu den tredje rod pa begge sider:
y= VT Te
@velse 2.3.1
a) Bestem den fuldsteendige lgsning til ligningen
y =2z-y°

Metoden har de nogle af de samme problemer som substitutionsmetoden vi sa i
afsnittet om integration ved substitution (vi behandler dx og dy som stgrrelser vi
kan regne pa). Det er ikke noget man som almindelig elev behgver at bekymre
sig om, men hvis man er generet af argumentationen i eksemplerne, sa kan man
veelge at bruge en formel i stedet for:

Vi vil igen bestemme den fuldsteendige lgsning til ligningen:
y =22~ , y#0

Denne gang vil vi bruge en formel. Ligningen har form som 3’ = h(z)-g(y), med
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h(z) =2z og g(y) = 3—11/2 Ifplge tabel 2.1 er den fuldsteendige lgsning givet ved

1
——dy = [ h(x) dx.
/ 9(y) f
Vi indsaetter forskrifterne for g og h i formlen
1
/ Idy = / 2z dx,
312

og reducerer (I kan vel jeres brgkregneregler, right?)

/3y2 dy = /Qxd:c,

Vi integrerer og far:
y ="+,
hvilket giver:

y=vVar2+c

Man bestemmer selv om man bruger teknikken eller formlen, men i det efterfsl-
gende vil jeg tage udgangspunkt i formlen.

Dvelse 2.3.2

a) Bestem den fuldsteendige lgsning til ligningen ¢y’ = e - e7¥. Brug formlen,
hvis du kan.

Nogle gange skal man omskrive ligningen lidt for at kunne bruge formlen.

Vi vil finde den fuldsteendige lgsning til ligningen:

, 2T

kv
Vi omskriver ligningen sa den har formen y' = h(z) - g(y):

1
R —
Y £ 3,2

Vi genkender nu ligningen fra eksempel 2.3.3, s& resten kan regnes som i eksem-
pel 2.3.3.
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Dvelse 2.3.3

a) Regn ovenstéaende eksempel feerdigt. Hvis det er helt klart for dig, hvordan
det skal ggres, sa spring gvelsen over.

Dvelse 2.3.4

a) Bestem den fuldstzendige lgsning til ligningen y/e? = 3x

For at kunne bruge formlen for separation af de variable er det ngdvendigt at
ligningen har formen y' = h(z) - g(y), men der er ingen som siger at h(z) eller g(y)
ikke ma vaere konstante funktioner.

Vi vil finde den fuldsteendige lgsning til ligningen 3" = |/y. Vi ser at ligningen
har form som 3" = h(x) - g(y) med h(z) = 1 og g(y) = /y Losningen er givet
ved:

/1dy = /h(a:) dx.

9(y)
Vi indsaetter h(z) og g(y):

/\}gdy:/ldx.

1 C o
= y 2 kan vi skrive det som

/y_%dy:/lda:.

Da

==

Vi integrere

—5+1
2 =
_% n 1y r+c
Vi reducerer 1
22 =z +c
Det er det samme som at
2\y=x+c
Sa det ma betyde at
(o + o)
= (—x+ —c
=Ty

Da ¢ kan veaere hvad som helst, er der ingen grund til at skrive %c. Vi kan bare

skrive c. Sa far vi ]

_ (= 2
y—(2x+0)
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Partikuleere lgsninger ved separation

I udgangspunktet er der ikke noget nyt her. Skal man finde en partikuleer lgsning,
starter man med en fuldsteendig lgsning, hvorefter man udnytter, at funktionen
skal opfylde noget bestemt:

Betragt differentialligningen
"= 2x L # 0

Vi vil nu bestemme den lgsning f som opfylder f(4) = 2 Vi bruger formlen for
separation af de variable og far

/S;dy = /Q:Uda:,

og reducerer:
/3y2 dy = /256 dx,

hvilket giver
Y =27 +c

Vi tager nu den tredje rod pa begge sider:
y=vVaZ+c

Vi skal nu bestemme c. Det er nemmest at tage udgangspunkt i mellemregningen
y? = 22+ c. Da f(4) = 2 kan vi indsatte = 4 og y = 2 i ligningen.

2 =4+,
hvilket giver ¢ = —8 Altsa er vores partikuleere lgsning givet ved:
fla) = Va7 =8
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Dvelse 2.3.5

Lad:
y =2 , y>0

a) Bestem den fuldsteendige lgsning.

b) Bestem den partikuleere lgsning som gar igennem punktet (2, 1)

Desvaerre kan det godt veere lidt mere kompliceret at finde den rigtige partikulaere
lgsning, da vi kan risikerer at fa flere muligheder nar vi bestemmer den fuldsteen-
dige lgsning:

Betragt ligningen
2
r_
2y
Vi vil gerne finde den partikulaerer lgsning som opfylder f(3) = —5. Vi omskriver
fgrst ligningen sa den har form som et produkt:

Yy y <0

Vi bruger formlen for separation af de variable og far

/}dy = /xde,
2y

og reducerer:
/2ydy = /az2daj,

Vi integrerer:
y2 = lx?’ +c
3 Y

1
Y 3$ +c

Vi kan se at der er to muligheder for y. Den er enten er positiv eller negativ. I
selve differentialligningen har vi forudsat at y < 0, sa det er altsa den negative

lgsning vi skal have fat i.
1, N
= —\|=x° +c.
Y7 \3
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Vi indseaetter nu punktet x = 3 og y = —5 i ligningen y? = %az‘g +c:
1
(—5)2 = §33 —+ C,

og reducerer:
20 =9 +¢,

Det ses at ¢ = 16, sa vi har altsa:

f(z) = —\ ;x?’ + 16.

I eksemplet ovenover har vi forudsat at y < 0 og derfor ved vi vi skal have den
negative lgsning. Men vi kunne ogsa se dette ud fra kravet f(3) = —5. Her ser vi
nemlig at vi skal have en negativ y-veerdi nar x = 3. Det kan vi kun fa med den
negative lgsning.

Dvelse 2.3.6
Betragt differentialligningen

a) Bestem den partikuleere lgsning som opfylder f(0) = —4

Betragt ligningen

y=a’y,  y#0
Vi vil bestemme den partikuleere lgsning, hvis graf gar igennem punktet (0, 1).
Vi benytter separation af de variable:

@:xQ.y
dx

Vi indseetter i formlen for separation af de variable

1
“dy = | *dz.
[y=]
Vi slar stamfunktionerne op og far

1
In|y| = gx?’ +c.
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Vi bruger den naturlige eksponentialfunktion pa begge sider:

|y| _ 6%.’133-1—07

hvilket ma betyde at
y = +es” e,

Vi har ikke forudsat noget om hvorvidt y er positiv eller negativ, men da grafen
skal g& igennem punktet (0, 1) er det kun den positive lgsning der duer:

l:1c3—|—c

y —= e3
Vi indsaetter nu punktet (0,1) i ligningen In |y| = %ZCS +c
1
In|1] = -0°
hvoraf vi kan se, at ¢ = 0. Vi har derved vores partikuleere lgsning:
flz) =e".

QDvelse 2.3.7

Betragt ligningen
v =(y+5)(z+2)

a) Bestem den partikuleere lgsning som opfylder f(0) =1
b) Bestem den partikuleere lpsning som opfylder f(0) = —1

Du skal nu bestemme om du vil spise den rgde eller den bla pille. Vil du spise den
rode hopper du direkte til ekstraafsnittet. Ellers regner du felgende opgave.

@velse 2.3.8

Find den partikuleere lgsning til...
a) ligningen: ¢y = %, hvor f(2) = —4
b) ligningen: y' = 4 — y, hvor f skal ga igennem (0, —7)
c) ligningen: y' = 4x,/y, hvor f(1) =4
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Ekstra

Der er en detalje, jeg har sprunget over. Nar man lgser en differentialligning, bgr
man ogsa angive definitionsmaengden, og den skal veaere et abent interval. Mere
praecist, skal definitionsmaengden vaere det stgrst mulige interval, som indeholder
det punkt (eller de punkter), som lgsningen kraeves at ga igennem. Bade ligningen
og lgsningen skal veere defineret i hele intervallet.

Vi vil bestemme definitionsmangden for lgsningen i eksempel 2.3.6. Vi har lig-
ningen:

1
y’:z’f?'SyQ , y#0

og vi fandt lgsningen:
fla) = Va7 =8

Vores ligning er ikke defineret i y = 0, hvilket betyder at lgsningen heller ikke
er defineret nar y = 0. For at finde det sted saetter vi f(x) =0

3
22 —8=0
En rod er nul nar indmaden er nul, sa:
?—8=0

Dvs.
Tr = :l:\/g

Altsé er lgsningen ikke defineret i = ++/8. Hvis definitionsmeengen skal veere
et interval giver det altsa tre mulige definitionsmaengder.

1. Dm(f) =] — o0, — VB[
2. Dm(f) =] - V&, V|
3. Dm(f) =]V8, o0

Vi husker at lgsningen skulle opfylde f(4) = 2, s& derfor skal 4 ligge i defini-
tionsmaengden. Altsa er definitionsmaengden:

Dm( f) =]V/8, oo
Alt i alt skriver vi facit som:
fl)=Va2 -8 , x>+8
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Dvelse 2.3.9

Find den partikuleere lgsning, inklusiv definitionsmaengde, til...
a) ligningen: ¢y = %, hvor f(2) = —4
b) ligningen: y' = 4 — y, hvor f skal ga igennem (0, —7)

)
c) ligningen: y' = 4x,/y, hvor f(1) =4
)

—2xy
1—22

hvor f skal ga igennem (0, 1)

d) ligningen: ¢/ =

2.4 Linjeelementer og retningsfelter

Skal vi lgse en differentialligning, skal den have en bestemt form. Har den ikke
form som ligningerne i tabel 2.1, s& kan vi kun lgse den med CAS. Der findes
selviglgelig mere avancerede tabeller og metoder, men der findes faktisk simple
differentialligninger, som der ikke lige er formler for. I dette afsnit skal vi se pa en
metode, man vi bruge til at blive klogere pa lgsningerne, for de ligninger vi ikke
umiddelbart kan Igse.

Lgsningskurver

I de fuldsteendige lgsninger optreeder der altid konstanter. Det betyder at der er
uendelige mange Igsninger til den tilhgrende ligning, og at vi til ethvert punkt kan
finde en partikuleer lgsning, hvis graf gar igennem netop det punkt. En graf for en
partikuleer lgsning til en givet differentialligning kaldes en lgsningskurve, eller en
integralkurve.

Betragt differentialligningen:
y =2z
Det er nemt at se, at den fuldsteendige lgsning er:
Yy = 4 ¢

Vi vil nu tegne en lgsningskurve igennem punktet P(1,—2). Vi indsaetter punk-
tet i den fuldsteendige lgsning:

—2=1"+c¢
Vi ser at ¢ = —3, sa lgsningskurven igennem punktet P(1,—2) er altsa grafen
for den partikulaere lgsning

f) =t =3
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Vi tegner lgsningskurven:

Der er ikke noget specielt ved punkt P. Vi kunne have valgt et hvilket som helst
andet punkt, f.eks. Q(—2,3). Det ville give os lgsningskurven:
1Y
@3-

Eftersom der til ethvert punkt findes en lgsningskurve gennem netop det punkt,
sa ville koordinatsystem blive malet sort, hvis vi prgvede at tegne alle lgsnin-
gerne.

Dvelse 2.4.1
Betragt ligninging 13/ = %y

a) Bestem den fuldsteendige lgsning som du har leert i de forgaende afsnit.

b) Tegn lgsningskurven gennem punktet P(0,2). Altsa bare I GeoGebra.

Linjeelementer

Vi skal nu se pa en metode som kan bruges til at skitsere integralkurver for diffe-
rentialligninger som har formen

y/ = f(:v,y)
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Dvs. ligninger som har 3’ pa den ene side og noget som kun afhenger af x og y pa
den anden. Et eksempel pa dette er ligningen

y=z—y

Ligningen har ikke form som nogle af dem i tabel 2.1, og vi kan derfor ikke lgse den
med tabellen. Men fordi ¢ star isoleret i ligningen, kan vi bruge ligningen til at fin-
de tangenthaeldninger (vi husker at differentialkvotienten er tangentens haeldning).
Vi veelger et tilfeeldigt punkt (1,1) og beregner haeldningen i det punkt:

Dvs. den lgsningskurve, som gar igennem punktet (1, 1), har haeldningen pa 0. Det
kan vi illustrere med et lille vandret linjestykke, som gér igennem (1, 1);

1Y

Vi kalder det lille linjestykke for et linjeelement, og vi skriver det som (1,1;0). De
to 1-taller er punktets koordinater, og 0 er tangentens haeldning. For en vilkarlig
funktion f og et vilkarligt punkt P(xg,yo) med f'(xy) = a, skriver vi linjeelementet
gennem punktet P som (xg, yo; a).

Dvelse 2.4.2

Betragt differentialligningen v/ = 2% - y

a) Bestem linjeelementet igennem punktet P(—2,2)

b) Tegn linjeelementet

Vi vil bestemme linjeelementet for differentialligningen 3’ = 2¥ igennem punktet
(3,1). Vi skal indsaette 3 i stedet for  og 1 i stedet for y i ligningen. Men der
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er slet ikke noget x i ligningen, sa det er kun y vi erstatter:
y =2'=2

Altsa er linjeelementet (3,1;2).

Dvelse 2.4.3

Betragt differentialligningen 3’ = In(2® — 7)

a) Bestem linjeelementet igennem punktet P(2, —3)

Vi vil bestemme linjeelementet gennem punktet (—1,2) for funktionen
flz) =2*+2.

Vi finder forst f'(x)
fw) = 428

Vi indsaetter nu —1 for at bestemme linjeelementets haeldning:
f-1) =4 (1) = —4

Vi konkluderer at linjeelementet er (—1,2; —4)

Dvelse 2.4.4

Lad f(x) = 2/x.
a) Bestem linjeelementet gennem punktet Q(i, f (i))

Et linjeelement for en funktion f er givet ved (5,2;3). Vi vil bestemme en
ligning for tangenten gennem punktet (5, f(5)). Ud fra linjeelementet kan vi se
at tangenten gar igennem punktet (5,2) og har en heaeldning pa 3. Da tangenten
er en lineser funktion ma den have forskriften

y = ax + b.

Vi indsaetter haeldning:
y =3 + b,
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og vi udnytter nu at tangenten gar igennem punktet (5,2) :
2=3-5+0.

Vi isolerer b:
b= —13,

og tangentens ligning bliver dermed:
y=3xr—13
Alternativt kunne vi have indsat i tangentens ligning fra formelsamlingen.

Dvelse 2.4.5
Et linjeelement for en funktion f er givet ved (—3,2;4).
a) Bestem en ligning for tangenten gennem punktet (—3, f(—3)).

Dvelse 2.4.6
Kig pa igen pa eksempel 2.4.4.
a) Regn tangenten fra eksemplet, men denne gang sa find den ved at indsaette

i tangentens ligning fra formelsamlingen, dvs. formel (39).

Dvelse 2.4.7

8

71y Lad f veere integralkurven gennem P (5,—1).

Betragt differentialligningen 3’ =

a) Bestem en ligning for tangenten til f gennem punktet P.

Dvelse 2.4.8

Betragt differentialligningen v’ = 373 — y. Lad f veere en lgsningskurve til
differentialligningen gennem punktet P(4, f(4)). Antag at f har en tangent med
en heeldning pa 3 i punktet P.

a) Bestem linjeelementet gennem P.

b) Bestem en ligning for tangenten for f i punktet P.

Retningsfelter

Vi vender nu tilbage til ligningen ¢y’ = z — y og vores linjeelement gennem (1, 1).
Et enkelt linjeelement kan ikke bruges til ret meget, sa vi tegner et til. Denne gang
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igennem (2,1):

Nu har vi det vi kalder for et retningsfelt. Ved at fglge linjeelementerne i ret-
ningsfeltet, kan vi nu se hvordan lgsningskurverne ser ud. Vi kan f.eks. tegne en
lgsningskurve gennem P(0, 1)
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Fordi lgsningskurven typisk ligger mellem linjeelementerne, er det sveert at vide
preecis, hvor den skal ligge. Man skal prgve at veelge en haeldning, der svarer til et
kompromis mellem de omgivende linjeelementer. Alternativt kan man tilfgje flere
linjeelementer teetter pa kurven.

Dvelse 2.4.9

Ligningen y' = = — y (som vi har behandlet ovenover) har en lineser funktion
som lgsning.

a) Find ud fra retningsfeltet ovenover forskriften for den linesere funktion.

b) Tjek at det er en lgsning, du har fundet.
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Dvelse 2.4.10
Betragt retningsfeltet for differentialligningen 3’ = y* + vy + 1:

44Y

—4

a) Tegn lgsningskurven gennem punktet P(2,1).
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Dvelse 2.4.11
Betragt retningsfeltet:.

4
J

Retningsfeltet er retningsfelt for en af fglgende differentialligninger.

1.y ==x
2.y =y
3.y =x-y
4. y = 2%y
5.y =x -2

a) Bestem hvilken differentialligning retningsfeltet er lavet ud fra.

2.5 Differentialligninger i GeoGebra

Igennem dette afsnit vil jeg tage udgangspunkt i ligningen ¢/ = x — y

Fuldstaendige lgsninger
Vi finder den fuldsteendige lgsning i et CAS-vindue med kommandoen

BeregnODE(ligning)

Som vist her:
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=| = v ;5% )N x

1 BeregnODE(y = x—vy)
— y=ce “+x—1
Vi kan se at den fuldsteendige lgsning til ligningen v’ = z — y er givet ved y =

c-e ¥+ x— 1. GeoGebra kalder konstanten for ¢, men vi kalder vi den bare for
c som vi plejer.

Partikulserer lgsninger

Vi finder en partikuleer lgsning i et CAS-vindue med kommandoen
BeregnODE(ligning,Punkter(er) pa f)

Som vist her:

=l = v ) x

1 BeregnODE(y = x—vy,(1,2))
— y=x+2e *e—1

Vi kan se at den partikulaere lgsning til ligningen 3y’ = x —y gennem punktet (1,2)
er givet vedy=ax+2-e % -e— 1.

Retningsfelter og linjeelementer

Vi bruger algebravinduet til at tegne retningsfelter. Vi bruger kommandoen:
RetningsFelt (f (x,y))

Sa retningsfeltet for ligningen 1y’ = x — y kan bestemmes saledes:
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Laeg meerke til at at man ikke skal taste ligningen ind, men kun hgjresiden.

Der er ikke nogen kommando til at beregne linjeelementer, men det er ogsa sa
nemt at vi ikke behgver nogen kommando.

@velse 2.5.1
Betragt differentialligningen v’ = 22 — y. I GeoGebra skal du:
a) Bestemme den fuldsteendige lgsning til differentialligningen.

b) Bestemme den partikuleere lgsning f til differentialligningen som opfylder
f@3)=2.

c) Lave et retningsfelt for ligningen.

2.6 Beviser - Differentialligninger

Satning 2.6.1

For differentialligningen ' = b — a - y, hvor a # 0, er den fuldsteendige lgsning
givet ved

y=—+c-e "
a

hvor ¢ er en konstant.

Bevis

Vi har ligningen
y=b—a-y

Vi leegger a - y til pa begge sider

Y +a-y=>
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og ganger med e”* pa begge sider
y e ta-y-e’t =0b-e""
Vi sendrer pa faktorernes rackkefglge i bageste led pa venstresiden
Y €Ty et = b 0
Vi genkender a - e** som veererende differentialkvotienten af e**
y e 4y (ea-x)/ —]. e
og vi genkender nu venstresiden som veerende differentialkvotienten af y - e**

(y . ea-x)/ — b . 60/1‘

Vi integrerer pa begge sider

og far ,
y-e”:bg-e“'x%—c

a

Til sidst reducerer vi hgjresiden og ganger vi med e~** pa begge sider

Da e%* . e %% =1 far vi

Satning 2.6.2
Antag at v’ = h(x) - g(y) og at g(y) # 0. Sa geelder

/g(ly)dx:/h(:c)dy

Vi vil lave to beviser for saetningen. Det fgrste er nemt at forsta men problematisk,
mens det andet er mere abstrakt men solidt.
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Bevis

Antag y' = h(z) - g(y) og at g(y) # 0. Vi skriver y som %:
dy
o = M) g(y)

Vi ganger med dx pa begge sider:

og da g(y) # 0 kan vi dividere med ¢(y) pa begge sider af ligningen:

dy = h(x) dx
) = M@

Vi omskriver venstresiden

og integrere pa begge sider

1
/g(y)dy = /h(x) dx.

Bevis

Antag ¢y’ = h(z) - g(y) og at g(y) # 0. Da g(y) # 0 kan vi dividere med g(y) pa
begge sider af ligningen.

Y
= h(x
9(y) (=)
Vi omskriver venstresiden
Ly = h()
=
9(y)

og integrere med hensyn til x pa begge sider
1 /
——y dr = | h(z)dx
/ 9(y) f @

Afsluttende bruger vi nu substitutionsformlen til at omskrive venstresiden (for-
klaring folger)

1
/g(mdy:/h(x)daz
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Forklaring: Substitutionsformlen kan bruges néar integranden har formen: f(g(z))-
g'(z). Det passer med vores udtryk. Vi har nemlig en indre funktion y i en ydre
funktion f(y) = ﬁ, med den indres differentialkvotient 3’ ganget pa. Bemeerk
at det g som optraeder i differentialligningen er et andet g end det fra substitu-
tionsformlen (hvor det betyder den indre funktion). Substitutionsformlen siger
nu at [ f(g(x))g'(z)dx = [ f(t) dt, hvor t er den indre funktion. I vores tilfeelde
hedder den indre funktion y, og derfor far vi altsa at [ ﬁy’ de = [ ﬁ dy.

2.7 Anvendelse af differentialligninger

Vi slutter kapitlet af med et simpelt eksempel pa anvendelse af differentiallignin-
ger. Antag at vi har en afgreenset skov hvor der bor elge (yes de der sjove dyr der
ligner en blanding mellem en ko og en hest). Vi vil gerne finde ud af, hvor mange
elge der er i skoven til et bestemt tidspunkt. Hvis der er rigeligt med plads og fgde,
sa vil elgene kunne formere sig frit. Dvs. at hver enkelt elg bliver til f.eks. 1,5 elg
pa et ar (i gennemsnit - man kan ikke have en halv elg). Sagt pa en anden méade:
Tilvaeksten er % elg pr. elg. Kalder vi antallet af elge for v, sa er tilvecksten vy’ og

tilveeksten pr. elg ma sa veere %/ Vi far altsa differentialligningen

y 1
y 2
og hvis vi ganger med y far vi
1
— — .
y = 9 Y
Sadan en ligning har vi set fgr og den har ifglge formelsamlingen lgsningen
y=-c- ek

Ligningen udtrykker eksponentiel vaekst:

Yy

= i

Figur 2.1: Antal elge y, som funktion af tiden x, nar de for lov at formere sig
ubegraenset.
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I praksis er der graenser for hvor mange elge der er plads til i skoven. Pa et eller
andet tidspunkt er der ikke nok plads/fgde til at bestanden kan vokse. Kald nu
antallet af elge som skoven kan baere for M. Hvordan vil bestanden udvikle sig?
Hvis bestanden er lille, sa burde den kunne vokse frit, men kommer teet pad M ma
tilveeksten blive lav. Den mest simple model for det vil veere hvis tilveeksten pr.
elg er proportional med antallet af "ledige pladser”. Hvis antallet af elge er y og
der er plads til M, s& ma der vaere (M — y) ledige pladser til nye sma elgeunger
(kalve?, fgl?). Altsa far vi ligningen

/

Y
—=a-(M—-y
y ( )
Vi ganger med y
Y =a-yM—y)
Vi genkender formlen fra tabellen. Det var den som hed logistisk vaekst og den har

lgsningen:
M

- 1+c-e oMz

Yy

Tegner man grafen ser den saledes ud:

Y

X

Figur 2.2: Antal elge y, som funktion af tiden x nar der er begraenset plads.

Vi kan se at den i starten ligner eksponentiel vaekst og til slut flader ud. Faktisk
narmer den sig linjen y = M.
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X

Figur 2.3: i starten ligner grafen eksponentiel vackst og til slut nsermer den sig
y= M.

Ekstra
QDvelse 2.7.1

Betragt differentialligningen for logistisk vaekst:

Yy =a-y(M—y)

a) Argumenter (ud fra ligningen) for at y ma vokse eksponentielt nar y er
lille.

b) Argumenter (ud fra ligningen) for at y neermere sig linjen y = M nér y er
stor.
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Kapitel 3

Kvadratisk
programmering

Kvadratisk programmering er lidt som lineser programmering, men i stedet for
at optimere linezere funktioner i to variable, vil vi optimere sakaldte kvadratiske
funktioner i to variable. Det bliver sjovt med massere at god matematik.

3.1 Introduktion til kvadratisk programmering

I kvadratisk programmering kigger vi pa funktioner af typen:
f(z,y) =ax®* +br+cy> +dy+e , hvor a og cikke begge er nul.

Den slags funktioner kaldes kvadratiske funktioner i to variable fordi de indeholder
to variable, hvoraf en eller begge indgar i anden potens.

Kvadratisk programmering er lidt som linesere programmering — bare mere besvaer-
ligt, sa lad os da lige starte med at repetere noget linezer programmering.

Repetition af lineser programmering

Betragt ulighederne:
y<6 , z4+2y<14 |, 20+y<16, x>0 og y=>0.

a) Tegn polygonomradet givet ved ulighederne (du ma gerne bruge GeoGe-
bra). Gem dit polygonomréade. Du skal bruge det i naeste gvelse.
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Vi husker at man regner niveaulinjen N (t) ved at opstille ligningen:

flx,y) =t

Den fremkomne ligning kan sa tastes i GeoGebra.

Betragt forskriften for en linesere funktion i to variable:

f(z,y) =2+ 4y.

Vi vil tegne niveaulinjen N(30) ind i polygonradet fra ovenstiaende gvelse. Vi
skal altsa opstille ligningen:

f(x,y) = 30.

Vi indsaetter vores forskrift i ligningen:
x + 4y = 30.
Denne ligning kan vi taste ind i GeoGebra og man far noget i stil med:

104 y

7 N(30)

@velse 3.1.2
Med udgangspunkt i eksemplet ovenover:
a) Opstil ligningen for niveaulinjen N (40)
b) Indtegn N(30) og N(40) i dit polygonomrade fra gvelse 3.1.1.

)
¢) Bestem ud fra niveaulinjerne maksimumspunktet for f.
)

d

Bestem maksimumsvaerdien for f.
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Niveaukurver for kvadratiske funktioner i to variable

I forbindelse med kvadratiske funktioner i to variable, kan vi ogsa opstille lignin-
gen:

flx,y) =t

Dette vil dog ikke give os en linje (se nedenstaende gvelse). Derfor taler vi om
niveaukurver i stedet for niveaulinjer.

Lad
f(z,y) = 2* — 10z + y* — 8y + 41.

Vi vil nu bestemme en ligning for N(4):
flz,y) =4
Vi indsaetter forskriften og far den gnskede ligning.
2> =10z + 1> — 8y + 41 =4

Hvad mon den ligning udtrykker? Lad os prgve at taste den ind i en graftegner.

10+ y

Det gav en cirkel. Interessant.

Man kunne nu tro at niveaukurver for kvadratiske funktioner altid er cirkler, men
som vi skal se i naeste gvelse, er der flere muligheder.
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Dvelse 3.1.3

Tegn N(10) i GeoGebra for fplgende kvadratiske funktioner, og beskriv hvilken
figur niveaukurven danner.

a) f(x,y) =2x% — 24x —y + 85
b) f(x,y) = 2* — 8z + 9y? — Hdy + 98

Det viser sig at formen pa niveaukurven athaenger af koefficienterne a og c i for-
skriften for den kvadratiske funktion:

f(z,y) = ax® + bx + cy® + dy + e.

Der geelder fglgende resultat som vi vil bevise senere:

Veerdi af a og ¢ Niveaukurverne er
c=10 Parabler
a=-c Cirkler

a og ¢ har samme fortegn | Ellipser

Der er selvfglgelig ogsa andre muligheder for a og ¢, men mulighederne i tabellen
udger dem vi mgder her pa HHX. Vi bemaerker at en cirkel bare er en seerligt paen
ellipse, sa vi mgder kun to grundleeggende situationer her: Enten er ¢ = 0 og ellers
har a og ¢ samme fortegn.

Dvelse 3.1.4

Bestem ud fra forskriften (ikke noget GeoGebra), hvilken type niveaukurver
funktionen har.

a) f(z)=2>+x+y*>— 3y — 234
b) f(z) = —32* + 5z — y* + 123
c) flz)=—2*—-3x+y

3.2 Kvadratisk programmering nar c er nul
Sa en kvadratiske funktion i to variable er altsd en funktion pa formen:

f(z,y) = ax® + bx + cy* + dy + e.
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I dette afsnit vil vi begraense os til kvadratiske funktioner, hvor ¢ = 0, a # 0 og
d # 0. Altsa funktioner pa formen:

f(z,y) = az* + bx + dy + e.

Der er to forskellige situationer, vi kan havne i, nar vi laver kvadratisk program-
mering med funktioner pa denne form. Vi skal nu se et eksempel pa den forste
situation.

Vi vil finde maksimum for funktionen
f(z,y) = —2* + 10z +y + 10
inden for polygonomradet givet ved begraensningerne
r+2y<10 , 3x4+y <15 x>0 og y=>0.

Vi tegner polygonomradet samt niveaukurverne N (38) og N (40).

Vi ser at niveaukurverne er parabler og at en hgj placering af parablen svare til
et hgjt niveau. Nu geelder det bare om at finde den hgjst mulige placering af
parablen som har mindst et punkt til faelles med polygonomradet. Det er tydeligt
ud fra tegningen at det sker i hjgrnepunktet mellem de to begraensningslinjer.
Altsa skeeringspunktet mellem linjerne

r+2y=10 og 3xr+y=15

Regner man skeeringspunkt ud far man (4, 3) og seetter vi dem ind i f(x,y) far
vi veerdien 37. Altsa er maksimumsstedet (4,3) og maksimumsveerdien er 37.
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@velse 3.2.1
Du skal nu regne ovenstaende eksempel igennem selv. Dvs.
a) Tegn polygonomradet i GeoGebra.

b) Tegn nogle forskellige niveaukurver som du kan bruge til at afggre, hvilket
punkt der er det optimale. I princippet er du ngdt til at prgve dig frem,
men nu har du eksemplet at ga ud fra, s du ved at N(38) og N(40) er
velegnede.

c) Beregn det relevante hjgrnepunkt.

d) Beregn maksimumsvaerdien.

Dvelse 3.2.2

Med udgangspunkt i det samme polygonomrade som sidste gvelse, altsa
r+2y <10 , 3x+y<15 x>0 og y=>0,

skal du med metoden fra gvelsen bestemme maksimum og minimum for fglgende
funktioner.

a) f(x,y)=a2>— 18z +y + 76
b) flz,y) =2 +2zx -2y +1

Ud fra det vi har set indtil videre, kunne man godt tro, at kvadratisk programme-
ringsopgaver kan regnes med hjgrnepunktsinspektion ligesom linesere programme-
ring. Alle de eksempler, vi har set, har nemlig optimale punkter i hjgrnepunkterne
af polygonomradet. Men sadan er det ikke... heldigvis, fordi vi elsker jo at leere
noget nyt, right?

Vi vil finde minimum for funktionen
f(z,y) = 2* — 62 — 4y + 40
inden for polygonomradet givet ved begraensningerne
r+2y<10 , 3x4+y<15 x>0 og y=>0.

Vi tegner polygonomradet og niveaukurverne N(10) og N(14):
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5 N(14)

Vi ser at niveaukurverne er parabler og at en hgj placering af parablen svare
til lavt niveau. Vi leder efter minimum, sa vi skal altsa finde den hgjst mulige
placering af parablen som har mindst et punkt til faelles med polygonomradet.
Vi ser at punktet denne gang ikke ligger i et hjorne. Ah nej. Vi kan se, at det
ma ligge et sted pa begreensningslinjen x + 2y = 10. Vi finder punktet ved fgrst
at isolere y i denne begraensningslinje. Det giver:

! +5
= ——x
YT
Da det punkt vi leder efter ligger pa den linje, ma punktet opfylde ligningen.
Altsa ma y-koordinaten til punktet veere bestemt ved y = —%x + 5. Vi kan
derfor erstatte y med —%x + 5 i forskriften for f:

1 1
f(x,—23:+5):x2—6x—4<—2x+5>+40

=22 — 42+ 20

Dvs. vores funktion af to variable f(x,y) er nu blevet forvandlet til en funktion
af én variabel. Vi kan kalde den g(x). Vi har altsa faet reduceret vores problem
til at bestemme minimum for funktionen

g(x) = 2° — 4a + 20.

Minimum kan bestemmes ved at lgse ligning ¢'(x) = 0, hvilket giver lgsningen
x = 2. Vi husker at punktet ligger pa linjen y = —%x + 5, sa vi kan regne
y-koordinaten ved at seette x = 2 ind i denne ligning, hvilket giver y = 4.

Vi kan nu bestemme minimumspunktet ved at seette punktet (2,4) ind i f(z,y),
hvilket giver 16.
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@velse 3.2.3
Vi kigger pa situationen fra ovenstaende eksempel. Altsa funktionen
f(z,y) = 2* — 62 — 4y + 40
begraenset af
r+2y<10 , 3x+y<15 x>0 og y=>0.

a) Regn minimumspunktet og minimumsveerdien for funktionen (indenfor
polygonomradet). Jaja det er sddan set gjort i eksemplet, men du skal
udfylde de detaljer der mangler i eksemplet.

b) Regn maksimumspunktet og maksimumsvaerdien for funktionen (indenfor
polygonomréadet).

Nar det optilmale punkt ikke ligger i et hjgrnepunkt bliver det hurtigt lidt bereg-
ningstungt at bestemme det. Derfor er det en god idé at kunne ggre det helt i
GeoGebra.

Vi vil regne spgrgsmal a) fra gvelsen ovenover og ggre alt i GeoGebra. Vi tegner
fgrst polygonomradet og niveau:

@ a:x+2y<10 A 1 fley) = -6x—4y+40 =l
- f(x,y) := xz—ﬁx—4y+40
. b:3x+y<15 o ligningl : f(x,y) = 10
Q@ c:x>0 : ®. ligningl : x’ —6x—4y+40=10
3 ligning2 : f(x,y) = 14
@) d:y>0 i@ — ligning2: x> —6x—4y+40=14
O flxy) =X —6x—4yirs 4

Vi identificerer den relevante begresensningslinje til at veere z + 2y = 10. Vi
isolere y (hovedregning) og far

L ots
=——x
y=73

Nu regner vi funktionen g(z) = f(z, —3z + 5) og loser ligningen ¢'(z) = 0
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4 &) ::f(x,—% x—l—S)
- g(x) :=x*—4x+20

5 Beregn(g'(x) = 0)
- {x=2}

Vi finder y-veerdien til minimumspunktet og regner minimumsvaerdien:

1
6 —=-2+5
2 +

- 4
7 f(2,4)

- 16
Det er vigtigt, at man er i stand til at regne opgaver med sa lidt brug af GeoGebra
som muligt. Men man kan ikke na igennem opgaverne hvis man valger at regne i
handen hver gang. Derfor anbefaler jeg, at man skifter til at bruge GeoGebra, sa
snart man er tryk ved at regne i handen.

Dvelse 3.2.4

Lad
f(z,y) = —x* + 10z + y + 86,

og lad et polygonomrade vaere givet ved:
r+y<7 , 2204y<10, >0 og y=>0.

a) Tegn polygonomradet i GeoGebra.

b) Bestem i hvilken retning f vokser, ved at tegne to niveaukurver i GeoGe-

bra.

¢) Beregn maksimumsstedet.

d) Bestem maksimumsveerdien.
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3.3 Kvadratisk programmering nar a og c har
samme fortegn

Vi ser igen pa den kvadratiske funktion:
f(z,y) = ax® 4+ bx + cy® + dy + e.

Men nu begraenser vi os til at situationer, hvor a og ¢ har samme fortegn og
niveaukurverne dermed er ellipser. I dette tilfeelde er der tre forskellige situationer
vi skal leere at handtere. De fgrste to minder meget om det vi allerede har set.

Vi vil finde maksimum for funktionen
f(z,y) = —4a* — 9y* + 642 + 90y — 245
inden for polygonomradet givet ved begraensningerne
r+2y<10 , 3x4+y <15 x>0 og y=>0.

Vi tegner polygonomradet samt niveaukurverne N (180) og N (230).

84 Y
N (180)

T
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12

Vi ser at niveaukurverne er ellipser med samme centrum, og at en lille ellipse
svarer til et hgjt niveau. Nu geelder det bare om at finde den mindste ellipse som
har et punkt til feelles med polygonomradet. Det er tydeligt ud fra tegningen at
det sker i hjornepunktet mellem de to begraensningslinjer. Altsa skeeringspunktet
mellem linjerne

r+2y=10 og 3xr+y=15
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Regner man skeeringspunkt ud far man (4, 3) og seetter vi dem ind i f(z,y) far
vi veerdien 37. Altsa er maksimumsstedet (4,3) og maksimumsveerdien er 37.

Vi bemeaerker at metoden er helt tilsvarende det vi sa i sidste afsnit.

@velse 3.3.1

Lad f(z,y) = —2% + 122 — y* + 10y + 79 og antag at f er begrzenset af polygo-
nomradet givet ved:

r+3y <15 0<zx<3 og y=>0.

a) Tegn polygonomradet og N(138)

b) Bestem maksimumsstedet for f.

¢) Bestem maksimumsverdien for f.

Vi vil finde minimum for funktionen
f(z,y) = 42 + y* — 320 — 8y + 132
inden for polygonomradet givet ved begreensningerne
r+2y<10 , 22+y<8 x>0 og y=>0.
Vi tegner polygonomradet og niveaukurverne N(53) og N (58):

Y
N(58)




Vi ser at niveaukurverne er ellipser med samme centrum, og at en lille ellipse
svarer til et lavt niveau. Da vi leder efter minimum skal vi finde den mindste
ellipse som har et punkt til feelles med polygonomradet. Vi ser at punktet ligger
pa begreensningslinjen 2z + y = 8. Vi finder punktet ved forst at isolere y i
denne begraensningslinje. Det giver:

y=—2x+38

Da det punkt vi leder efter ligger pa den linje, ma punktet opfylde ligningen.
Altsa ma y-koordinaten til punktet veere bestemt ved y = —2x+8. Vi kan derfor
erstatte y med —2x + 8 i forskriften for f:

fz, =22 +8) = 42* + (22 + 8)* — 320 — 8(2z + 8) + 132
= 8z” — 48z — 132
Dvs. vores funktion af to variable f(x,y) er nu blevet forvandlet til en funktion

af én variabel. Vi kan kalde den g(x). Vi har altsa faet reduceret vores problem
til at bestemme minimum for funktionen

g(x) = 8x* — 48z — 132.

Vi kan nu bestemme z-veerdien til minimumspunktet ved kan bestemmes ved
at lgse ligningen

g'(z) =0,
hvilket giver lgsningen x = 3. Vi husker at minimumspunktet ligger pa linjen
y = —2x + 8, sa vi kan regne y-koordinaten ved at saette x = 3 ind i denne

ligning, hvilket giver y = 2.

Vi kan nu bestemme maksimum ved at satte punktet (3,2) ind i f(x,y), hvilket
giver 60.

Igen. .. helt tilsvarende metoden fra sidste afsnit.
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Dvelse 3.3.2

Lad f(z,y) = 2% — 122 + 2y* — 20y + 106 og antag at f er begraenset af poly-
gonomradet givet ved:

r+3y<18 , z+y<8 og 2x+y<13 , z>0 , y=>0

a) Tegn polygonomradet og N (30)
b) Bestem minimumsstedet for f.

¢) Bestem minimumsveerdien for f.

Vi vil finde minimum for funktionen
f(z,y) = 2%+ 3y* — 102 — 18y + 64
indenfor polygonomradet givet ved begransningerne
r+2y <10 , 22049y <8, x>0 og y=>0.

Vi tegner polygonomradet og niveaukurverne N(20) og N(13):

N(20)

X
T T T T T T J T

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Da vi leder efter minimum skal vi finde den mindste ellipse som har et punkt
til faelles med polygonomradet. Men da ellipsernes centrum ligger inden for po-
lygonomradet, er der ingen graenser hvor sma ellipserne kan veere, og derfor ma
minimum ligge i ellipsernes centrum. Vi finder ellipsernes centrum i GeoGebra.
Det er lige meget hvilken niveaukurve vi tager udgangspunkt i, da de alle har
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samme centrum. Her jeg brugt N(13) som har ligningen:
22 + 3y* — 10z — 18y + 64 = 13

Vi finder centrum i GeoGebra (vi skal senere laerer at regne det selv) med
kommandoen
Center (keglesnit)

Niveaukurven er vores "keglesnit”, sa vi far:

A = Center(x* —10x+3y* — 18y + 64 = 13)

= (5, 3)

Altsa er centrum for niveaukurverne (5, 3), hvilket ogsa er minimumspunktet.

Vi kan nu bestemme minimum ved at saette punktet (5,3) ind i f(z,y), hvilket
giver 60.

Frie ekstrema
Lad os prave noget sjovt. Vi fjerner polygonomradet fra sidste eksempel:

Y

N(20)

i
T T T T T T T T

1 2 3 4 3 6 7 8 9

Det fremgar at f stadig har samme minimum (ellipsens centrum) som da vi be-
greensede den til et polygonomrade. Et ekstremum som opstar uafheengigt af et
polygonomrade kaldes et frit ekstremum. Funktionen f har altsa frit minimum i
(5,3). Ofte vil det frie ekstremum ligge udenfor polygonomradet, og der er derfor
forskel pa at spgrge efter det frie minimum, eller funktions minimum underlagt
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begraensningerne.

@velse 3.3.3
Betragt polygonomradet:

0<z<6 og 0<y<d,

og lad
flz,y) = —2* + 20 — y* + 10y + 18.

a) Tegn polygonomradet.
b) Tegn N(40).

d

Bestem maksimum for f indenfor polygonomradet.

)
)
¢) Bestem det frie maksimum for f .
)
e)

Bestem minimum for f indenfor polygonomradet.
Dvelse 3.3.4

Betragt polygonomradet:

r+y<12 , z2>24 og y=2,

og lad
f(z,y) = 272* — 270z + 12y* — 144y + 1207

a) Tegn polygonomradet og N(208)

b) Bestem minimum for f indenfor polygonomradet.

I de naeste afsnit skal vi se neermere pa den teoretiske grundlag for det vi har lavet
i de 3 forste afsnit.

3.4 Kvadratkomplettering

Vi skal nu i gang med at etablere det teoriske grundlag for den kvadratiske pro-
grammering. I dette afsnit skal vi leerer en algebraisk teknik kaldet kvadratkomplet-
tering. Laeg maerke til: komplettering — IKKE noget med at "komplimentere” —
det siger man kun, hvis man har et kvadrat, som traenger til et selvtillidsboost.

Vi husker kvadratseetningerne:
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1. (a+0)?=a®+ b+ 2ab.
2. (a —b)* = a® + b* — 2ab.

Ved hjzlp at den fgrste kvadratsaetningen kan vi regne:
(2422 =2 +22+2-2-2=0’+ 41 +4

@velse 3.4.1

Regn ved hjeelp af kvadratseetningerne:
a) (z+3)*
b) (z—1)°
0) (a+297 -

Vi skal nu leere en teknik til at omskrive udtryk pa formen z? + kz til udtryk
som kun indholder ét x. Det kaldes at kvadratkomplettere. Man kan vise (se gvelse
3.4.2), at der geelder fplgende omskrivning:

v? + kr = <x+§>2— (S)Q (3.1)

Selvom udtrykket pa hgjresiden maske ser mere kompliceret ud, vil den i mange
tilfaelde veere nemmere at arbejde med. F.eks. kan man ved hjeelp af omskrivningen
lgse andengradsligninger uden at bruge nulpunktsformlen whaaaaaat?

Dvelse 3.4.2

Vis at omskrivning (3.1) er korrekt. Start med hgjresiden og brug en kvadrat-
seetning til at regne udtrykket.

Vi vil nu kvadratkomplettere udtrykket 2% + 6z. Vi bruger omskrivning (3.1)
62 62
:132+6a::<w+2> —<2> =(x+3)*-9

Vi vil nu kvadratkomplettere udtrykket z? — 6x.

x2—6x:<x+_26>2—<_26>2:(x—3)2—9
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Man kan kvadratkomplettere uden at huske omskrivning (3.1). Fglgende eksempel
er maske lidt sveert at fglge, men den made man vil kvadratkomplettere pa, hvis
man er pro. Hvis du ikke forstar det, sa bare brug metoden fra de to ovenstaende
eksempler.

Vi vil vil kvadratkomplettere 2> + 62. Vi sammenligner med hgjre side af kva-
dratseetningen

(a +b)? = a® + b* + 2ab.

Vi kan se at 22 ligner a?, s& a = x, og 6z ligner det dobbelte produkt (2ab).

Men hvis 6z skal veere 2ab, og x = a, s& ma b veere 3. Altsa har vi
(z + 3)%

Men dette udtryk giver ikke 22 4 62. Det giver 22 4 6x +9. Vi skal derfra treekke
9 fra (z + 3)? for at ende med 2% + 6. Altsd har vi:

2%+ 6x = (v +3)* -9

Dvelse 3.4.3
Kvadratkompletter:

a) r*+ 8z

Nogle gange vil man anvende kvadratkomplettering i udtryk hvor der optraeder
andre led. Sa kvadratkompletterer man bare den relevante del af udtrykket og
reducerer til sidst.

Vi vil nu kvadratkomplettere udtrykket a2 + 6x + 5:

6\% 6
x2—|—6x—i—5:<x—|—2> —Z—|—5:(az+3)2—4
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Dvelse 3.4.4

Kvadratkompletter:
a) x> — 10x + 5
b) 22 —4x + 4

Vi vil nu kvadratkomplettere 222 4+ 12z. Da der star noget foran x?> ma vi
faktorisere forst:

20% + 122 = 2(2* + 62)

Det der star inden i parentesen kan vi nu kvadratkomplettere pa normal vis:

20% + 122 = 2(2* + 62)
=2((z +3)* - 9)
=2(x +3)* — 18
@velse 3.4.5
Kvadratkompletter:
a) 212 — 4x
b) 32’ —x

¢) ax® + bx (sveer)

Vi vil nu kvadratkomplettere 222 4+ 122 — 4. Da der star noget foran 2 ma vi
faktorisere forst. Vi skal kun faktorisere den del, der skal kvadratkompletteres:

202 + 120 — 4 = 2(2* + 62) — 4

Det der star inden i parentesen kan vi nu kvadratkompletter:
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Dvelse 3.4.6
Kvadratkompletter:

a) 4r? — 24z + 4

b) cy? + dy + e (sveer)

3.5 Parabler

I de folgende afsnit skal vi se neermere pa de geometriske figurer der dukker op i
forbindelse med kvadratisk programmering. Vi starter med parablen, da I kender
den allerede. Vi husker at en parabel er grafen for et andengradspolynomium

f(z) = az® + br +c,

hvor a # 0. Nar man konstruerer en graf, bliver funktions veerdier f(z) til y-
veerdier for grafen, og derfor kan ligningen for parablen skrives som

y = ax® +bx +c

Ligningen 2? + y = 3 er ligning for en parabel. Det kan vi se ved at omskrive
den sa den far den ssedvanlige form. Det gor vi ved at isolere y:

y=—a°4+3
Vi ser at den nu har form som en parabel y = az? + bz + c.

@velse 3.5.1
Betragt ligningen 222 — 2y +x +4 =0

a) Omskriv ligningen s& den har form som en parabel.

@velse 3.5.2
Betragt ligningen 2z = 3y — 1

a) Undersgg om ligningen er ligning for en parabel.

Har vi en parabel og et punkt kan vi afggre om punktet ligger pa parablen.
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Vi vil nu undersgge om punktet (1,3) ligger pa parablen y = 22 — z + 2. Vi
indsaetter punktets koordinater i stedet for x og y i ligningen:

3=2-12—-1+2,

og reducerer
3=3.

Da ligningen passer ma punktet ligge pa parablen.

@velse 3.5.3
a) Undersgg om punktet (2,2) ligger pa parablen y = 22 — 1

Dvelse 3.5.4

I skal opfriske betydningen af koefficienterne a, b og c i forskriften for anden-
gradspolynomiet. Hvilken en betydning har de for grafen?

Det er betydningen af a og iseer ¢ som vi for brug for at kende til snart. I forhold til
a er det vigtigt at kunne bestemme krumningen ud fra a (konveks eller konkav).
I forhold til ¢ plejer man at sige at grafen skeerer grafen y-aksen i c. Det er ogsa
rigtig nok, men vi har brug for at teenke pa ¢ pa en lidt anden made. Lad os
sammenligne de to grafer y = 222 — 62 + 5 og y = 222 — 62 + 7. Vi kan se at
de er ens bortset fra c-veerdien. Men hvad betyder det i forhold til deres form og
placering i koordinatsystemet? For en givet x-veerdi er y-veerdien for den anden
graf 2 hgjere end y-veerdierne for den forste. Altsa er de to grafer ens, bortset fra at
den anden graf er forskudt med to opad. Sa sendrer man pa c-veerdien i en parabel
vil det forskyde grafen op eller ned alt efter om ¢ bliver hgjere eller lavere.

Dvelse 3.5.5

a) Beskriv forskelle i form og placering af de to parabler y = —? 4+ 2z + 1
ogy = —a>+2x — 4.

3.6 Cirkler

Vi ved alle hvad en cirkel er, men skal vi regne pa cirkler, har brug brug for en
matematisk definition af en cirkel.
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Definition 3.6.1

En cirkel med radius r og centrum C' bestar af maengden af punkter med afstand

rtil C.

Laeg meaerke til, hvordan definitionen giver en matematisk preecis beskrivelse af
det, vi intuitivt forstar som en cirkel. En cirklen er altsa en samling af punkter,
som har det tilfeelles, at de alle har samme afstand ind til centrum. Vi fastleegger
en cirkel ved dens ligning:

Satning 3.6.1
En cirkel med radius r og centrum C' = (zg, yo) har ligningen

(x —20)° + (y —yo)* =17

Lige som parablens ligning karakteriserer de punkter som ligger pa parablen, ka-
rakteriserer cirklens ligningen de punkter som ligger pa cirklen. Altsa, de punkter
(x,y) som ggr ligningen sand er netop de punkter som ligger pa cirklen.

Vi vil bestemme en ligning for cirklen med radius 4 og centrum i (2,—3). Vi
indsaetter i cirklens ligning:

(x =2+ (y—(=3))° =47
og far vores endelige ligning
(x —2)*+ (y + 3)* = 16.

Laeg meerke til at fortegnene inde i parenteserne er omvendte i forhold til punk-
tets koordinater.

@velse 3.6.1
Opskriv ligningerne for:
a) cirklen med centrum i (1,6) og radius 3.

b) cirklen med centrum i (—2,2) og radius 2.

c) cirklen med centrum i (0,0) og radius 1.
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Ligningen
(2 432+ (y — 5)* = 25

kan skrives som
(z +3)*+ (y — 5)? = 5

og ligningen angiver derfor en cirkel med radius 5 og centrum i (—3,5).

@velse 3.6.2

Folgende ligninger beskriver alle cirkler. Bestem centrum og radius:
a) (x =7+ (y—4)?=25
b) (z+1)2+(y—3)2=1
c) (x—3)*+y*=4

Vi vil afpreve om punktet (3, —1) ligger pa cirklen fra eksempel 3.6.1. I eksemplet
fandt vi ligningen
(x —2)* + (y — 3)* = 16.

Vi indseetter nu punktets koordinater som x og y:
(3—-2%4(-1-3)2=16

og reducerer
1+ 16 = 16.
Det passer nzesten, men vi ma konkludere at punktet ikke ligger pa cirklen (men
teet pa).
@velse 3.6.3
a) Tjek ved beregning om punktet (6,0) ligger pa cirklen med centrum i

(—3,—4) og radius 10.

Regner man parenteserne i cirklens ligning kommer udtrykket til at se helt ander-
ledes ud.
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Vi vil nu regne parenteserne i cirklens ligning fra eksempel 3.6.1.
(x—2)*+ (y—3)* =16
Vi bruger kvadratsaetningen
2 +4—dr+y*+9—6y =16
og samler konstanter pa hgjreside
2P —dr+yP—6y=16—4—9

og reducerer

2?4y —dx — 6y =3

Dvelse 3.6.4

a) Opskriv en ligning for cirklen med radius 3 og centrum i (—1,2). Skriv
resultatet pa udfoldet form som resultatet i eksempel 3.6.4.

Nar vi fremover stgder pa cirkler vil det som regel veere pa udfoldet form (altsa
uden parenteser).

Vi vil undersgge om ligningen 22 + 3* + 8z — 2y = —13 kan veere ligningen for
en cirkel. Vi starter med at samle z’erne og y’erne

2?4+ 8z +y? — 2y = —13.
Nu kvadratkompletterer vi
(x+4)—16+(y—1)°—1=—-13.
Vi samler konstanterne pa hgjresiden
(x+4)°+@y—-1)2=-13+16+1

og far
(x+4)*+ (y — 1)* =4,

hvilket kan skrives som
(04424 (y—1)2 =22

Vi kan altsa se at vi har en cirkel med centrum i (—4,1) og radius 2.
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Dvelse 3.6.5

Omskriv til cirklens ligning:
a) 22 +y* —8r + 2y = —8
b) x? +y? —2y =0
Dvelse 3.6.6
Bestem centrum og radius for cirklerne med ligningerne:
a) 22 +y? — 4w +2y =11
b) 22 +y? - 102 - 75 =0

Vi omskrive 322 + 3y% — 62 + 12y = 12, s den har form som cirklens ligning.
Det nye i dette eksempel er, at der star et tal foran 2% og y* (der star 3). Vi
starter derfor med at dividerer ligningen igennem med 3. Nu far vi:

2+ y? — 20+ 4y = 4,
og denne ligning kan vi omskrive som i Eksempel 3.6.5.

Dvelse 3.6.7

a) Ggr eksempel 3.6.6 faerdig. Altsd omskriv 22+ y? — 2z + 4y = 4 til cirklens
ligning

Dvelse 3.6.8

Omskriv til cirklens ligning:
a) 222 + 2y% + 202 + 12y = —50
b) 4x? + 4y* — 20z — 8y = 115

Dvelse 3.6.9

a) Bestem centrum og radius i cirklen med ligningen:

922 + 9y? + 362 — 6y +1=0
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3.7 Ellipser

En ellipse er en en cirkel der er "strukket ud”. Her er et eksempel:

Yy

- ‘

T
Zo

Figur 3.1: Ellipse med centrum i C(zg, 1) og halvakser a og b.

Ovenstaende figur viser en ellipse med centrum i C'(xg, y9). Leengderne af stykket
a kaldes ellipsens vandrette halvakser og leengden af stykket b kaldes ellipsens
lodrette halvakse. Den stgrste af de to halvakser kaldes ogsa den halve storakse
mens den mindste kaldes ellipsens halve lilleakse. Leeg meerke til at a altid males
vandret og b lodret.
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@velse 3.7.1
Betragt ellipsen:

i
T T T T T

1 2 3 4 )

a) Bestem den vandrette halvakse, den lodrette halvakse og centrum for el-
lipsen.

b) Bestem den halve storakse og den halve lilleakse.

c) Bestem a, b, z( og 1o for ellipsen.
Ligesom vi har cirklens ligning har vi ogsa ellipsens ligning:

Satning 3.7.1

En ellipse med centrum i C' = (xg, y9) og halvakser a og b har ligningen

(ZC - xO)Q + (y - y0)2 -1 (3 2)
a? b? '

Dvelse 3.7.2

Angiv centrum og halvakser for fglgende ellipserne givet ved ligningerne:

a) (z=9° |, (=14* _ 4

25 16
12)2
b) y36 =1
c) —l—glzl
2 2
d) +y1—1
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@velse 3.7.3

En ellipse har vandret halvakse 4, lodret halvakse 2 og centrum i (—2,1)
a) Opskriv en ligning for ellipsen.
b) Skriv ligningen pa formen az? + bx + cy? + dy + e = 0.
¢) Tjek ved beregning om punktet (—2,1) ligger pa ellipsen.

Dvelse 3.7.4

Betragt ellipsen med ligningen

L VR

a) Tegn ellipsen med papir og blyant

@velse 3.7.5
Antag at vi har en ellipse, hvor de to halvakser er ens.

a) Hvilken figur har vi sa?

@velse 3.7.6 (Sveer)
a) Vis ud fra ellipsens ligning at en ellipse med ens halvakser er en cirkel.

b) Hvilken betydning har halvakserne i dette tilfselde?

Vi vil vise at ligningen 422 + y? — 162 + 6y = —9 er ligning for en ellipse. Vi
starter med at samle z’erne og y’erne:

42 — 162 + y* + 6y = —9.

Nu faktorisere vi leddene med z (havde der stdet en konstant foran g2, skulle
leddene med y ogsa faktoriseres):

4(2* — 4x) + y* + 6y = —9.
Sa kvadratkompletterer vi

4((x —2)* —4) + (y+3)* =9 = —-0.
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Sa ganges parentesen ud:

4z —2)* =16+ (y+3)°—9 = -9,
og vi samler konstanterne pa hgjresiden:

4z -2+ (y+3)*=-9+16+9,

og regner hgjresiden:
4(z —2)* + (y + 3)* = 16.

Vi kan se pa ellipsens ligning (3.2) at hgjresiden skal veere 1, sa vi dividerer med
16 pa begge sider:
4(z — 2)? N (y+3)*

= 1.
16 16
Vi forkorter: o2 )
-2, W+,
4 16

og skriver neéevnerne som et kvadrat (noget i anden):

(0= (3 _

5 e 1.

Ved sammenligning med ellipsens ligning (3.2) ses at vi har en ellipse med
centrum i (2, —3) og lille halvakse 2 og store halvakse 4. Puha det var hardt
arbejde, godt det ikke er mig som skal regne de efterfglgende gvelser.

QDvelse 3.7.7

Bestem ellipsens centrum og halvakser. Brug metoden fra ovenstaende eksem-
pel.

a) 22 +4y* — 62 — 8y =3
b) 2522 + 4y + 50z — 24y = 39

c¢) 922 + 4?4+ 36z + 14y + 76 = 0

)
)
)
d) 8z% + 32y — 32z = 0 (VINK: du kan forsimple den forst, ved at dividere
igennem med et passende tal)
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3.8 Mere om niveaukurver og frie ekstrema

I dette afsnit skal vi se pa flere detaljer i forhold til at bestemme niveaukurver og
frie ekstrema.

Nar ¢ =0

Det er nemt at bestemme ligninger for niveaukurver nar ¢ = 0.

Lad f(z,y) = 82 — 4x — 2y + 6. Vi vil bestemme en ligning for N(40). Det gor
vi ved at saette f(x,y) = 40:

f(z,y) =40
822 —4x — 2y + 6 =40
—2y = —8x% +4x + 34
y =4z — 20 — 17

Vi konkluderer at ligningen for N (40) er y = 4x? — 2x — 17. Vi ser at N(40) er
en parabel da ligningen har formen y = az? + bz + c.

Vi vil ogsa bestemme den generelle ligning for niveaukurven N (). Det kan ggres
ligesom for N (40), men denne gang vil jeg bruge GeoGebra CAS til at isolere y:

Beregn(8x2—4x—2y—|—6:t,y) X=
1

—1
— {y:—z t+4x2—2x+3}
Vi ser at ligningen for N (t) er:

1
y:4x2—2x+3—§t.

Det kan veere lidt sveert lige at gennemskue at N(t) er en parabel. Men husk at
t er en konstant sa udtrykket 3 — %t er ogsa en konstant og det er det som er
konstantleddet c i parablens ligning y = az? + bx + c.
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Dvelse 3.8.1

Lad f(z,y) = —92% + 3y + 12
a) Bestem en ligning for N(6). Brug GeoGebra til at isolere y
b) Bestem en ligning for N(¢). Isoler y uden GeoGebra.

¢) Gor rede for at N(t) er en parabel.

Nar a og ¢ har samme fortegn

Lad f(x) = 2?+2y*— 102 — 16y +65 Vi vil ggre rede for at N(12) er en ellipse og
vi vil bestemme centrum og halvakser. Vi opstiller ligningen for niveaukurven
N(12) ved at saette f(z,y) = 12:

z? + 2y* — 10z — 16y + 65 = 12

Vi kunne nu bruge det vi har leert i sidste afsnit og omskrive ligningen til
ellipseform. Men det er hardt arbejde, sa vi veelger at "snyde” lidt. Vi taster
den ind i et algebravindue i GeoGebra og hgjreklikker pa ligningen. Vi ser at
man nu kan veelge ligningen pa ellipseform:

. ligningl: x2 + 2y2 - 10x - 1Av L AR — 19 =Al
Ellipse ligning1
+

Ligningax?+bxy+cy?’+dx+ey=f

Ligning (x -m)2/ a2+ (y - n)2/b2=1

Vi far altsa:

o ligningl : x*+2y* —10x— 16y + 65 = 12

= (x-52/4+(y-42/2=1

Vi ser at niveaukurven nu er blevet omskrevet til ellipseform, hvilket ma betyde
at den er en ellipse. Vi kan ogsd aflaese centrum (5,4) og halakser a = /4 = 2
og b=+2~ 141,
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Dvelse 3.8.2

Lad f(z,y) = 922 + 49> — 5dx — 32y + 229
a) Gor rede for at N(120) er en ellipse.
b) Bestem centrum og halvakser for N(120)
c) Tegn N(120)

Det er ikke for alle veerdier af ¢ at N(t) er en ellipse. Antag f.eks. at funktionen
har et frit maksimum m. Da funktionen ikke kan blive hgjere end m kan det
ikke lade sig ggre at tegne en niveaukurve, hvis ¢ > m. Der er nemlig ingen
punkter som vil opfylde ligningen for denne niveaukurve. Skal vi udtale os mere
generelt om niveaukurverne nar a og ¢ har samme fortegn, har vi brug for fglgende
seetninger:

Satning 3.8.1

Lad f(z,y) = ax® + bx + cy? + dy + e, og antag at a og ¢ har samme fortegn
(som ikke er nul selvfglgelig). Da har f frit ekstremum i punktet

b d
C=——,——
( 2a’ 20)
med ekstremumsveaerdi
b d?
m = e — @ — ZC

Hvis a og c er positive er det frie ekstremum et minimum ellers er det et mak-
simum.

Ovenstaende seetning forteeller os altsa hvordan vi finder det frie ekstremum. Nar
vi har det frie ekstremum kan vi finde ud af hvilke veaerdier af ¢ som er mulige for
niveaukurven N (t):

126



Satning 3.8.2
Lad f(z,y) = ax® + bx + cy® + dy + e og antag at f har frit ekstremum m.

Hvis a > 0, ¢ > 0 og t > m sa er er niveaukurven N (¢) en ellipse. Veelges en
hgjere veerdi for ¢ fas en stgrre ellipse. Alle niveaukurverne har samme centrum.

Hvis a < 0, ¢ < 0 og t < m sa er er niveaukurven N (¢) en ellipse. Veelges en
hgjere veerdi for ¢ fas en mindre ellipse. Alle niveaukurverne har samme centrum.

Hvis a = ¢ i en af de to ovennaevnte situationer, sa er niveaukurverne tilmed
cirkler.

Med de to seetninger kan beskrive niveaukurverne:

Lad f(z,y) = 42® +y? — 162 — 8y + 38. Vi vil undersgge hvordan niveaukurverne
ser ud. Vi regner fgrst det frie ekstremum m:

2P
M= T e
(—=16)*  (=8)
— 38 — _
4.4 41
—38 16— 16
~6

Da a > 0 og ¢ > 0 kan vi ud fra ssetning 3.8.2 konkludere at niveaukurverne
N(t) er ellipser for ¢ > 6, hvor store ellipser svarer til hgje niveauer.
@velse 3.8.3
Lad f(z,y) = —2% — 49* + 102 + 16y — 23.
a) Gor rede for at niveaukurverne N(t) er ellipser for ¢ < 18.
b) Gor rede for at N(10) er en ellipse
c) Tegn N(10)

Ekstra

Vi har ogsa en seetning, der forteeller os noget om niveaukurverne for parabler:
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Satning 3.8.3
Lad f(z,y) = ax® + bx + cy* + dy + e.
Hvis a # 0, d # 0 og ¢ = 0, sa er niveaukurven N(t) en parabel for alle veerdier
af t. KEndres t vil parablen parallelforskydes i lodret regning. Der gaelder:
o Hvis d er positiv vil en hgjere veerdi for ¢ forskyde parablen op.
o Hvis d er negativ vil en hgjere veerdi for ¢ forskyde parablen ned.

o Hvis a og d har samme fortegn er der tale om en konkav parabel, ellers er
den konveks.

Sammen med den tilsvarende szetning for ellipser (saetning 3.8.2) er de grundlaget
for den teknik vi bruge i starten af kapitlet til at lave kvadratisk programmering.
Den gang tegnede vi nemlig kun to niveaukurver, men tillod os at generalisere ud
fra de to. Vi konkluderet f.eks. at hvis vi havde en lille ellipse som svarede til et hgjt
niveau og en stgrre ellipse som svarede til et mindre niveau, sa ville niveauerne
blive ved med at falde i takt med at ellipserne blev stgrre. De to ssetninger er
argumentet for at dette er rigtigt.

Grafer for kvadratiske funktioner i to variable

Du kunne maske teenkte at du allerede har set grafer for de kvadratiske funktioner
i to variable, men niveaukurver er ikke grafer. I det stedet kan man taenke pa
niveaukurver som vandrette snit igennem en graf (om lidt vil det fremsta mere
klart hvad jeg mener med det).

Alle funktioner i to variable har grafer i tre dimensioner i stedet for to som vi er
vant til. Lad os tage udgangspunkt i funktionen

f(z,y) = 0,642 — 6,4z + 3* — 10y + 41

Vi kan tegne grafen ved at veelge et (x,y), regne f(x,y) og tegne punktet ind.
Det svarer helt til det vi gjorde for funktioner i to variable. Lad os veelge punktet
(5,3):

f(5,3)=064-5"—-64-5+3>—-10-3+41 =4

Det giver os punktet:

x 5}
Y 3
f(z,y) | 4
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Grafen konstrueres nu pa fglgende made:

z

Forst tegnes punktet ind.

Y
ﬁg‘
x
Grafen fremkommer nar vi teg-
ner rigtig mange punkter.

Niveaukurven kan nu konstrueres:

!
Y
ﬁL‘
x
Nu bestemmes N (7). Den be-
star af alle de punkter som har
en funktionsveerdi pa 7 sa der-
for tegnes en vandret flade ind

i koordinatsystem med en hgj-
de pa 7.

7

Der hvor fladen skeaerer grafen
for f ma veere der hvor f har
veerdier 7. Sa vi har tegnet
en kurve som fglger skaeringen
mellem f og fladen. Dette er
niveaukurven N7.
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Nu fjernes alt undtagen ni-
veaukurven.



> T

Koordinatsystemet drejes nu,
sd man ser det fra oven (som
om vi star pa toppen af z-aksen
og kigger ned). Tadaaaal! en
helt normal niveaukurve.

@velse 3.8.4
Vi kigger pa grafen fra konstruktionen oven over.
Funktionen f har et frit ekstremum.

a) Er det frie ekstremum et minimum eller maksimum?

b) Bestem ekstremumsstedet ved afleesning pa grafen (ikke niveaukurven).
Jaja, det er sveert at ggre ordenligt. Bade x og y-aksen er 10 enheder
lange.

¢) Bestem ekstremumsveerdien ved afleesning pa grafen. JAJA JEG VED
DET ER SVERT.
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@Dvelse 3.8.5

& N
N

Y

L =

Graf 1 Graf 2

T x
Graf 3 graf 4

a) Afger, hvad man kan sige om koefficienterne for graf 1.

b

Afggr, hvad man kan sige om koefficienterne for graf 2.

¢) Afggr, hvad man kan sige om koefficienterne for graf 3.

)
)
)
d) Afggr, hvad man kan sige om koefficienterne for graf 4.

3.9 Beviser til kvadratisk programmering

Seetning 3.6.1

En cirkel med radius r og centrum C' = (zg, yo) har ligningen
(= 20)* + (y — y0)* =1

Bevis

Pastanden bevises nemt vha. Pythagoras. Lad P vere et punkt pa cirklen:
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Vi bruger Pythagoras pa den rgde trekanten pa tegningen og far det gnskede
resultat:

(& = 20)* + (y — y0)* =1

Men nu teenker du nok: "Benjamin: Hvad nu hvis punktet ligger et andet sted
pa cirklen?”. Vi kunne f.eks. have:

Hvilket giver
(z0 —2)* + (y —y0)* =1

Vi kan se at der er byttet om pa x og xy i forhold til den ligning vi gerne ville
frem til. Men det er ligemeget om der star x — xy eller xy — x i parentesen i
cirklens ligning. Det giver det samme, fordi det bliver sat i anden. Vi har hermed
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bevist at cirklens ligning er bestemt ved:

(x —20)° + (y —yo)* =17

Satning 3.8.3
Lad f(z,y) = ax® + bx + cy* + dy + e.

Hvis a # 0, d # 0 og ¢ = 0, sa er niveaukurven N (t) en parabel for alle veerdier
af t. Andres t vil parablen parallelforskydes i lodret regning. Der gaelder:

o Hvis d er positiv vil en hgjere veerdi for ¢ forskyde parablen op.
o Hvis d er negativ vil en hgjere veerdi for ¢ forskyde parablen ned.

o Hvis a og d har samme fortegn er der tale om en konkav parabel, ellers er
den konveks.

Bevis

Niveaukurven N (t) er givet ved.
fla,y) =t
Vi indsaetter forskriften.
az® 4+ br 4+ cy’ +dy +e = t.
Da ¢ = 0 gar cy*ledet ud:
ax® +br 4+ dy +e =t

Vi vil gerne vise at vi kan skrive det pa form som en parabel. Sa vi isolerer y.
Vi treekker ax?, bx og e fra pa begge sider.

dy =1t — az® —bx — e,
og dividerer med d:

_t—axQ—bx—e
I = d

Vi deler brgken op og omarrangerer leddene
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hvorefter vi saetter 22 og = ned bagved brgkerne.

_;a$2+;bm+t—e
Y= d d

Vi kan se at udtrykket nu har form som en parabel, sd N(t) er altsa en parabel.
Vi kan se at det eneste led som indeholder ¢ er konstantleddet the. Dvs. en
eendring i ¢ vil betyde end lodret parallelforskydning af parablen. Hvis d er
positiv vil konstantleddet vokse nar ¢t veelges stgrre, hvilket igen betyder at
parablen forskydes op. Hvis d er negativ vil konstantleddet aftage da naevnerne
i brgken bliver negativ, sa nar brgkens teeller vokser, sa vil hele brgken blive
mindre. Altsa vil en negativ d-veerdi betyde at parablen forskydes ned nar t
veelges storre.

Vi kan se at koefficienten til 22 er —. Hvis a og d har samme fortegn vil brgken

veere negativ og parablen dermed konkav. Hvis a og d har forskelligt fortegn vil
brgken veere positiv og parablen vil dermed vaere konveks.

Vi vil nu bevise en saetning som ikke er sa interessant i sig selv, men som skal
bruges i de efterfglgende beviser. Derfor er den kaldt en "hjeelpesaetning”.

Satning 3.9.1 (Hjeelpesaetning)

Lad f(z,y) = ax® + bx + cy? + dy + e og antag at a # 0 og ¢ # 0. Da kan f
skrives pa formen:

flz,y) = ale —x0)* + cly — yo)” +m,

hvor
b d 2 d?
=—— 02 Mm=€— — — —.
Yo 2c & 4a 4c

Bevis

Vi har funktionen
f(z,y) = ax® + bxr + cy® + dy + e.

Vi faktoriserer:
5 b o d
f(z,y)=a :U+a:13 +c y+gy + e,

og vi vil nu kvadratkompletterer det der star i parenteserne. Da halvdelen af 3

134



er QL far vi:
a

oo ) (2 (02 - ()

Vi reducerer

f(x,y):a(<x+2ba>2—£;) +c(<y+2dc>2—4d;) + e,

ganger parenteserne ud

b\ b d\*
f(x,y):a<x+2a> —a4a2+c<y+20> —04—024—6,
reducerer igen
b\> b d\* d
f(:z:,y):a(x+2a> —4a+6<y+2c> _Zc+€’
og bytter nu om pa rakkefglgen:
b\ d\? v 4
f(x,y):a<x+2a> +C<y+2c> +e————.

Vi ser at f har formen:

flz,y) = alz —x0) + cly — yo)” +m,

hvor
b d b2 d?
0 Yo 2c & 4a  4c
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Satning 3.8.1

Lad f(z,y) = ax® + bx + cy? + dy + e, og antag at a og ¢ har samme fortegn
(som ikke er nul selvfglgelig). Da har f frit ekstremum i punktet

b d
C= (-2 =
( 2a’ 20)
med ekstremumsvaerdi
b2 2
m € — @ — ZC

Hvis a og c er positive er det frie ekstremum et minimum ellers er det et mak-
simum.

Bevis

Forst omskrives f(x,y) ifolge seetning 3.9.1. Vi har altsa:

flz,y) = ale —x0)* + cly — yo)” +m,

hvor
b d v d?

xo——%, y()——?c 0og m—e—g—zc.
Antag forst at a > 0 og ¢ > 0.
Vi vi nu undersgge, hvad der sker nar vi variere x og y. Hvad sker der med
funktionsveerdien? Vi bemaerker at m er en konstant og derfor forbliver det
samme, nar r og y eendrer sig. Sa det er kun de to forste led, der varierer, nar
vi sendre x og y. Vi ved at (z — z¢)? og (y — y0)? ikke kan blive mindre end nul,

da de har form som noget i anden. Vi har altsa:

+c - (y—w) +m,

f($7y> :Q“/'(x_xo)Q
7 7

—_——

+ eller 0 + eller 0

hvilket ma betyde at:

fx,y) = alx — 20)’ + ey — yo)* + .

?

+ eller O + eller O

Vi kan se at de to forste led altid er positive eller nul, sa vi far den mindste
funktionsveerdi nar de begge to er nul (m er en konstant, sa den vil veere det
samme uanset hvad = og y er). De to fgrste led er nul nar = = 2y og y = yo.
Den tilhgrende funktionsveerdi bliver:

fzo,y0) = alzg — 20)* + c(yo —yo)> +m=0+0+m=m
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Altsa har funktionen minimum i (g, yo) og vi ser samtidigt, at minimumsveer-
dien er m.

Antag nu at a < 0 og ¢ < 0. Se naeste gvelse.

Dvelse 3.9.1

a) Gor ovenstaende bevis feerdigt. Det fungerer tilsvarende som néar a > 0 og
c > 0.

Satning 3.8.2
Lad f(z,y) = ax® + bx + cy® + dy + e og antag at f har frit ekstremum m.

Hvis a > 0, ¢ > 0 og t > m sa er er niveaukurven N (¢) en ellipse. Veelges en
hgjere veerdi for ¢ fas en storre ellipse. Alle niveaukurverne har samme centrum.

Hvis a < 0, ¢ < 0 og t < m sa er er niveaukurven N (¢) en ellipse. Veelges en
hgjere veerdi for ¢ fas en mindre ellipse. Alle niveaukurverne har samme centrum.

Hvis a = ¢ i en af de to ovennaevnte situationer, sa er niveaukurverne tilmed
cirkler.

Bevis
Antag forst at a > 0, c >0 o0gt > m:
Niveaukurven N (t) er givet ved.
flx,y) =t

Forskriften for f kan ifglge saetning 3.9.1 skrives som:

a(z — x0)* + cy — yo)? +m = t.
Vi traekker m fra pa begge sider

a(z —z0)* +cly —y)> =t —m.

Vi deler nu med t — m. Det kan vi ggre fordi vi ved at ¢ > m og dermed kan
t — m ikke vaere nul.

= 1.

a(r —x0)*  cly — y)*
+
t—m t—m
Vi forkorter den fgrste brgk med a og den anden med c. Det kan vi ggre fordi
ved ved at a og ¢ ikke er nul (vi har antaget at de er stgrre end nul):
(x — 20)” n (y — vo)?

t—m t—m
a c

=1.
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Dat>mert—m>Oogdaogséa>00gc>Oerbr@kernet_Tmogt_Tmogsé
positive. De kan derfor skrives som kvadratrgdder i anden:

(z —m0)* | (y—w) _
=) (V=)
Og der har vi den. Ellipsens ligning. Niveaukurven N (t) er altsa en ellipse med

centrum i (zg,yo) = ( b d) = C, vandret halvakse /=™ og lodret halvakse

S 200 2

t—m
P

Nar der vaelges en hgjere veerdi af ¢ bliver t —m stgrre, og dermed bliver halvak-

serne /=" og /= ogsé storre. Ud fra udtrykkene for halvaksene ses ogsé at

halvakserne bliver ens hvis @ = ¢ og vi har allerede set (se gvelse 3.7.6) at en
ellipse med ens halvakser er en cirkel.

Antag nu at a < 0, ¢ < 0 og t < m: Se naeste gvelse.

Dvelse 3.9.2

a) Ggr ovenstaende bevis feerdigt. Det fungerer tilsvarende som nar a > 0 og
c > 0.
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Kapitel 4
Regressionsanalyse

I dette kapitel skal vi fgrst blive klogere pa teorien bag lineser regression. Derefter
skal vi se pa multipel regression som kan bruges nar vores y-veerdier athaenger af
mere end én variabel. Efter dette vil vi se pa "modelkontrol”, som gar ud pa at
undersgge validiteten af ens model. Til sidst skal vi laeere at lave lineser regression
uden computer.

4.1 Lineasere modeller

Lad os sige at vi vil bestemme sammenhaengen mellem penge brugt pa markeds-
fgring og omsaetning for virksomheder. Vi spgrger nogle virksomheder og laver et
xy-plot:

Omsaetning
600
L
<00 % o
oo _ o0 e
w 400 «® e
= [ N ]
W 300 U ®ee’ o
n L N
E e
ey [ ] L J
o 200 » o5 & .. .
L N ] .
100 .
0
0 10 20 30 40 50 60

Markedsfgring

Det ser ud til at punkterne fglger en lineser funktion, men med tilfeeldige afvigelser
(op og ned) fra linjen:
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Omsaetning
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Markedsfgring

[ afsnittet om linesere regression (mat-b) ignorerede vi afvigelserne, og beskeeftiget
os kun med den lineare funktion. Nu skal vi se pa en model, som ogsa beskriver
afvigelserne. Den ser sdledes ud:

y=ar+p+e¢

Bogstaverne «, 5 og ¢, er de graeske bogstaver alfa, beta og epsilon. Vi kan se at y
har form som en lineaer funktion bortset fra €. Stgrrelsen ¢ er en normalfordelt sto-
kastisk variabel med middelveerdi 0. Denne stokastiske variabel giver afvigelserne
fra linjen og derfor kaldes den ogsa fejlleddet.

Estimeret lineser model

Nar vi laver lineser regression, sa antager vi forst at data kan beskrives med den
linesere model
y=ar+p+e

hvorefter vi estimere o og (. Estimaterne for o og (8 kalder vi for a og b, og ud
fra dem kan vi opskrive den estimerede model:

y=axr+b+e

Det er vigtigt at forsta, at vi egentligt er interesseret i & og [, men at det er umu-
ligt at bestemme dem eksakt, fordi vores data er "forurenet” med de tilfseldige ’er
(afvigelser). Dvs. laver vi en ny undersggelse af sammenhgeng mellem markedsfo-
ringsbudget og omsaetning, hvor vi spérger andre virksomheder, vil sandsynligvis
finde en anden model, fordi de tilfeeldige afvigelser ¢ falder anderledes ud. Selvom
vi ikke kan sige praecis, hvad a og (8 er, kan vi dog bestemme konfidensinterval-
ler for dem, hvilket vi kommer til at ggre i neeste afsnit. Nar vi skal bruge den
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estimerede model i praksis, dropper vi € og skriver blot:
y=axr+b

.. og sa er vi tilbage til den goe gamle regressionsmodel fra mat-b. Grunden til
at vi dropper € er, at det er en stokastisk variabel som har middelvaerdi 0. Dvs.
at vores bedste bud pa dens veerdi (for et konkret punkt pa grafen) er 0. Vil vil i
nogle sammenhaenge skrive modellen som

Her skriver vi g, for at understrege, at der er tale om vores bedste bud pa y, og
ikke den virkelige y-veerdi (som svinger tilfaeldigt omkring linjen).

4.2 Regression i Analysis Toolpak

Analysis Toolpak er en udvidelse til Excel. Man kan bruge den til at lave almindelig

lineser regression, men man kan fa flere informationer, end med den metode vi
kender fra Mat-B.

Start med at installer Analysis Toolpak, hvis du ikke allerede har den. Du kan se
hvordan her: https://support.office.com/en-us/article/load-the-analysis-toolpak-
in-excel-6a63e598-cd6d-42e3-9317-6b40bala66b4.

Vi vil tage udgangspunkt i datasacttet:

Li | Yi
1|2
315
514

Vi skriver tabellen ind i Excel og finder "Dataanalyse' (Under bandet "Data'):
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mlet Data Gennem Vis Udvikler Tilfgjelst Hjzlp Team © Fortz=lm 1=

Qo B | LB | =] (] [E——

Sortérog | Dataveerktejer | Prognose | Disposition

zr Geografi | _
filtrer - v v v

Datatyper Analyse

D, E : G H
Tx y
1 2
3 5
5 4

Nu kommer der en dialogboks frem og alt efter hvilke bokse vi tjekker, kan vi
fa Analysis Toolpak til at bestemme forskellige relevante stgrrelser. Vi skal se pa
hvordan man bestemmer nogle af disse stgrrelser, men ogsa hvad de betyder. Vi
vil kigge pa fglgende

« Forskrift for regressionslinjen og R?
» Residualer og residualplot

o Konfidensintervaller

Forskrift for regressionslinjen

I dialogboksen veelger vi "Regression'og i den efterfglgende dialogbox veelger vi
vores X og y-veerdier:

Input
Input for Y-omrade: SCS2:80C54

Input for X-omrade: $B52:5B54|

Dﬁtiketter Dﬁonstant er nul
[ Knnfidanenivazn an L'3

Vi finder nu tabellen:

e ——
,’ Koefficients tm:\jardfel t-stat  P-vacrdi Nedre 95% @vre 95% ledre 95,0%3vre 95,0%

Skaerir!g 2,166667 I;j?llﬂ? 1,098701 0470082 -22,8903 27,22364 -22,8903 27,22364

bel 0,5 57735 0,866025 0,545629 -6,83593 7835931 -6,83593 7835931

~ N

*-vari
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Vi afleeser resultatet i kolonnen "Koefficienter". Det gverste tal ("Skeering") er b og
det nederste ("X-variabel") er a. I alt far vi

y = 0,5z + 2,17.

Denne forskrift er praecis magen til den vi ville finde hvis vi brugte den ssedvanlige
metode til at lave regression. Vi finder ogsd vores R?:

Regressionsstatistik

Multipel E 4654
B-kvadrag 0,42857
Justeret R -0,

Standardf 1,632993
Observati 3

Ogsé her er der ikke noget nyt. Det er bare den goe gamle R? vi har fundet. Altsa
R?* = 0,43.

Residualer og residualplot

Residualerne viser afvigelsen fra modellen til de faktiske data. Vi far felgende nar
vi saetter flueben i "residualer” og "residualplot”.

RESIDUALOUTPUT

X-variabel 1 Residualplot

thservatiororudsagt 'Residualer 2 4
1 2,6666067 -0,666067 *
2 3,6666067 1,333333
3 4,666667 -0,66667

Residualer

0] 1 2 3 4 2 5]

X-variabel 1

I tabellen til venstre ser vi residualerne og til hgjre er residualerne illustret med
et residualplot. Leeg meerke til at vi har x-veerdierne fra data pa x-aksen og resi-
dualerne ud ad y-aksen.

Betydningen af residualerne ses her:
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-2 [u] 2 4 [ =

De sorte punkter er vores data og de lodrette streger viser forskellen mellem model
og data. Sammenligner vi tallene pa tegningen med dem i tabellen ser vi at to af
dem i tabellen har et minus foran. Det er fordi de ligger under grafen og derfor er
der en negativ afvigelse.

Vi skal se naermere pa residualerne i afsnit 4.4 om modelkontrol.

Konfidensintervaller

Vi skal nu se hvordan man bestemmer et konfidensinterval for « i regressionsmo-

dellen
y=ar+fB+e¢

Helt konkret vil vi bestemme et 90%-konfidensinterval for a. Vi er desveerre ngdt
til at starte forfra, da vi skal bruge andre indstillinger.

Annuller

Input
Input for ¥-omrade: SCS2:5C54

& G

Input for X-omrade: $B52:5B54

Hizel
Etiketter Dﬁonstant er nul Sl
Konfidensniveau BDI %

Outputindstillinger
(O Qutputomrade:

I

(®) Ny regnearksfane:

O My projektmappe

Residualer

[A Residualer Residualplot

[] standardiserede residualer [ ] Linjetilpasningsplot

Normal sandsynlighed
|:| Plot af normal sandsynlighed

Vi finder greenserne for vores konfidensinterval her:

Koefficientetandardfe, t-stat  P-vaerdi WNedre 95% @vre 95% ledre 90,0%3vre 90,0%
Skeering | 2,166667 1,972027 1,098701 0470082 -22,8903 27,22364 -10,2842 14,61755

X-variabel 0,5 0,57735 0,866025 0,545629 -6,83593 7,835931(-3,14525 4,145246

———
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Vi far vores 90%-konfidensinterval til at veere [-3,14;4,15]. Men hvad har vi fundet?
Jo, vi har fundet ud af, at & med 90% sandsynlighed ligger i intervallet [-3,14;4,15].
Som vi leerte i afsnit 4.1, er det jo ikke den rigtige heeldning « vi finder, nar vi
laver lineger regression, men bare vores bedste bud a.

Vi bemarker at vores konfidensinterval indeholder 0. Det betyder, at selv om vi
har bestemt a til at veere positiv, og vi dermed har en voksende funktion, sa kan
vi ikke veere sikre pa, det forholder sig sadan i virkeligheden. For hvis @ = 0, sa er
y-veerdierne slet ikke afheengige af z-veerdierne, og sa er der jo ingen sammenhaeng
mellem x og y. S& nar vi har et konfidensinterval som indeholder nul, skal vi veere
forsigtige med at konkludere noget ud fra modellen.

I eksamensopgaverne pa hhx optraeder tit formuleringen "konfidensinterval for a”.
Med det menes konfidensinterval for a.

Dvelse 4.2.1

Betragt data:
Li | Yi
112
315
514
6|7

Bestem fglgende ved hjeelp af Analysis Toolpak
a) En lineser model for data

b) R?

)
¢) Residualer og residualplot
)

d) Et 99%-konfidensinterval for heeldningen i den linezere model

4.3 Multipel lineser regression

Multipel lineser regression er lineaer regression, hvor vi har mere end én forklarende
variabel. Dvs. hvor y-veerdierne afhaenger af mere end én variabel.

Vi vil tage udgangspunkt i et fiktivt dataset, som viser en klasses arskarakterer
(gennemsnit af alle fag):
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Lektier |[Fravaer |Skasrmn  |Karaktersnit
18 0,02 11 8,9

10 0,08 15 4,6

3 0,04 1 3,2

27 0,06 14 10,7

30 0,05 7 11,7

75 nna a 111

I skemaet ses ogsa hvor lang tid eleven bruger pa lektier om ugen, fraveersprocenten
(som decimaltal) og hvor lang tid eleven ellers bruger pa computerspil/sociale
medier (skeerm) om ugen. Vi mé formode at tid brugt pa lektier og fraveer har
betydning for karaktererne, men hvad med tiden brugt pa computerspil/sociale
medier? Vi kunne lave tre forskellige regressioner og se hvilken betydning de har
hver for sig, men vi kan faktisk ggre noget endnu bedre. Med multipel regression
kan vi lave en samlet model som giver den forventede karakter pa baggrund af de
tre variable. Med udgangspunkt i en almindelig lineser model

y=ar+pB+e

tilfgjer vi bare et ekstra led for hver variable, sa modellen kommer til at se saledes
ud:

Y = aqZiektier + Q2T fraveer T X3Tskeerm + 5 + €.
Der er dog tradition for at skrive den type modeller pa en lidt anden made, sa det
vil vi ogsa ggre. Vi vil skrive:

Y =By + 51Xi + BoXo + B3 X3+ ¢

hvor Y er karaktersnit, X; er lektier, X, fraveer og X3 skeerm. Vi kalder X, erne for
de forklarende variable. Bemeaerk at vi med denne skriveform skriver konstantleddet
forst (og at det nu hedder 5y i stedet for ().

Forskrift for modellen

Det er nemt at finde den multiple linezere model med Analysis Toolpak. Vi ggr
det péa tilsvarende made som da vi lavede simpel lineger regression tidligere (Data-
analyse — regression). Den eneste forskel er at vi nu skal ramme alle x’erne ind,
nar vi vaelger vores x-veerdier:
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bektier Fravaer |[Skaerm  |Karaktersnit
i 18] o0 11} 8,5
l 10 0,08 15| 4,6 Regression
! 5 0,04 li 3,2 SES5:5G516
| 27 0,06 14! 10,7
i 30 0,05 7! 11,7
: L nna .z'l! 11 1
Vi far nu fglgende output:
| ——
lKaeﬁr’tr’enter iStandardejn' t-stat P-vaerdi MNedre 5%  Owre 95% Nedre 95,0% @vre 85,0%
Skeering 1,9962061 | 0,4393869 4,5431622 00002879 1,0691807 2,9232314 1,0691807 2,9232314
X-variabel | 0,3526365| 0,015836 22,267957 5,137E-14 0,3192253 0,3860476 0,3192253 0,3860476
X-variabel P -13,93671 3,6138141 -3,856509 0,0012657 -21,56119 -6,312225 -2156119 -6,312225
X-variabel B -D,001552| 0,0309452  -D,05014 0,9605954 -006684 0,0637371  -0,06684 0,0637371

—

Vi aflaeser nu koefficienterne til vores model i sgjlen "Koefficienter'og far

Nemt!

Y =2+0,352X; — 13,9X5 — 0,00155X3 + ¢

Konfidensintervaller og korrigeret model

I forbindelse med simpel lineser regression har vi argumenteret for at hvis konfi-
densintervallet for heeldningen indeholdte nul, sa betgd det at vi ikke kunne veere
sikre pa, at der var en sammenhaeng mellem = og y. Dette gaelder ogsa for multipel
regression. Vi ser nu pa tabellen igen:

Koefficienter Standardfejl

t-stat

P-veaerdi

Nedre 85%

Fvre 85%  Nedre 85,0% Bvre 85,0%

Skering
¥-variabhel 1
¥-variabel 2

¥-variabhel 3

1,9962061
0,3526365
-13,83671
-0,001552

0,4393869

0,015836
3,6138141
0,0309452

45431622
22267957
-3,856509
-0,05014

0,0002879

5,137E-14
0,0012657
0,9605954

1,0691807
0,3192253
-21,561149

-0,06684

29232314 1,0691807 29232314
0,3860476 0,3192253 0,38604706
-5,312225 -2156119 -56,312225
D.DE3?3?]T_-D.DEEE4- 00637371

Vi kan se at konfidensintervallet for "X-variabel 3"(skeerm) indeholder nul. Det
betyder at vi ikke kan veere sikker pa at skesermtiden har nogen betydning. En
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hurtigere (og bedre) made vi kan afggre det samme pa, er at kigge pa kolonnen
"P-veerdi".

Koefficienter Standardfejl t-stat P-waerdi MNedre 95%  @wre 95% Nedre 95,0% @vre 895,0%
Skeering 19962061 04393869 45431622 00002879 106891807 29232314 10691307 29232314
¥-variabel 1 0,3526365 0,015836 22267957 5,137E-14 03192253 038600476 03192253 03360470
X-variabel 2 -13,93671 36138141 -3,856509 0,0012657 -21,56119 -6,312225 -21,56119 -6,312225
X-variabel 3 -0,001552 0,0309452 -0,05014 [TEIE-EEI—E:) -0,06684 00637371 -0,06684 00637371

Hvis p-veerdien er stor, kan vi ikke veere sikker pa at variablen har betydning. Vi
kan se at P-veerdien er pa hele 96%, og da vi ikke har noget godt argument for
at skaermtiden har betydning for karakteren, vaelger vi at opstille modellen uden
skaermtiden som variabel. Vi starter nu forfra og laver en ny model hvor vi kun
bruger de to sgjler med lektier og fraveer. Det giver os fglgende:

¥ Koefficienter Standardfesi t-stat P-veerdi  Nedre 95%  Gure 95% Nedre 95,0% Bvre 95,0%
f |5'.»kEEF'|r|g 19869801 0,3877897 5,1238601| 7,106E-05 11722642 28016961 1,1722642 2 B016961
} |¥-variabel ! 0,352453% 0,0150058 23488219 5,905E-15 0,320933%9  0,383086 0,320933%9  0,3B3086
} |¥-variabel I -13,050336 3,4B47557 -4,0058292  0,000229 -21,280536 -6,6321350 -21 280536 -6,6321350

Vi kan se at de nu har alle variable lave p-veerdier (under 5%), s& vi er naet
frem til vores korrigerede model. Vi aflaeser koefficienterne i tabellen og opskriver
modellen:

Y =2+40,352X) — 14Xy + ¢

hvor Y er den forventede karakter, X; er tiden brugt pa lektier og X5 er fravee-
ret.

Er der flere variable som har en p-veerdi pa over 5%, fjerner man forst den variabel
med den hgjeste p-veaerdi. Derefter laver man en ny model, og hvis der i den nye
model stadig er variable med en p-veerdi pa over 5%, sa fjerner man den variabel
med den hgjeste p-veerdi, laver en ny model, og sadan bliver man ved indtil alle
vaerdier er under 5%.

For mere info om, hvornar man bgr opstille en korrigeret model i stedet for den
fulde model se afsnit 4.5.
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Forklaring af p-vaerdi

Vi har tidligere set pa p-veerdier. Det var i forbindelse med y>-test. I forbindelse
med regression er der ogsa tale om hypotesetest, men det er ikke en y?-test som
vi kender. Det er derimod en F-test for individuel signifikans. Det betyder at vi
for hver parameter beta tester hypotesen:

H()Z 5220
Hy: Bi#0

Det betyder altsa, at vi tester hver (3;, og ser om der en mulighed for at den er
nul. Det fungere ligesom med y?-test. Er p-veerdien mindre en signifikansniveauet
forkaster vi Hy. Forkaster vi ikke, svarer betyder det at det pageeldende (; godt
kan veere nul (og dermed ogsa omkring nul). Det betyder at det er usikkert, hvilken
betydning den tilhgrende variabel har, og derfor kan vi sorterer den fra.

Vi vil ikke g& i mere i detaljer med matematikken bag en F-test, men blot stole
pa de p-veerdier som Excel giver.

Justeret determinationskoefficient

Ved multipel regression bliver determinationskoefficenten R? stgrre jo flere vari-
able man tager med - ogsa selvom det er variable der ikke er relevante. Derfor
benytter man ofte den justerede determinationskoefficent i stedet. Den justerede
R? har den egenskab, at den falder ndr man medtager irrelevante variable. Vi vil
ikke ga mere i detaljer med at hvad den helt preecist udtrykker, men nar den er
teet pa 1 er det udtryk for at modellen passer godt med data (ligesom med den
almindelig R?). Vi far den justerede R? foraeret nar vi laver modellen:

Fegressionsstatistik

Multipel R 0,9878464
R-kvadreret 0,9758404
Justeret R-kvadreret  0,973156
Standardfejl 0,63719493
Observationer 21

Vi kan se at den justerede R? for vores endelige model er 0,97.
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4.4 Modelkontrol

Inden vi naede til dette kapitel om regressionsanalyse, var lineser regression noget
med at finde den linje, der bedst passede med data. Det var Excel (eller GeoGebra),
som klarede den del for os, og vi teenke ikke mere over det. Problemet med denne
tilgang er, at vi risikerer, at Excel /GeoGebra giver os en model, der ikke er optimal,
og at vi far ugyldige konfidensintervaller, p-veerdier osv. Skal vi veere sikker pa, at
modellen er optimal, og at konfidensintervaller, p-veerdier osv. er korrekte, skal de
teoretiske forudsaetninger veere opfyldt. Vi skal nu se naermere pa, hvordan man
tjekker dette. Vi kalder det modelkontrol, idet vi kontrollerer forudsaetningerne for
modellen.

Simpel (almindelig) linezer regression

Ved almindelig linezer regression antager vi at der er fglgende sammenhaeng mellem
x og Yy

y=ar+p+e

Vi antager at fejlleddet ¢ fglger den samme normalfordeling gennem hele ens data
og, at de forskellige fejl ikke er athaenge af hinanden. I praksis undersgger vi
fejlleddet ved at betragte residualerne. Det er fordi det jo netop er fejlleddet der
giver anledning til residualerne - hvis der ikke var fejl, sa ville alle punkterne ligge
pa linjen. En undersggelse af residualerne kaldes ogsa en residualanalyse. Der skal
geelde:

1. Residualerne skal have en middelvaerdi pa 0.
2. Residualerne skal vaere normalfordelte.

3. Residualerne skal have en konstant varians.
4. Residualerne skal veere uafheengige.

Vi vil nu se naermere pa de enkelte krav

Residualerne skal have et middelveerdi pa 0

Dette kan nemt undersgges ved at tage gennemsnittet af residualerne. Det burde
veere automatisk opfyldt, nar man bruger mindste kvadraters metode (hvilket bade
Excel og GeoGebra ggr).
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Residualerne skal vaere normalfordelte

Dette undersgges ved at lave et histogram med residualerne som observationer, og
teste om de ser normalfordelte ud (har histogrammet klokkeform som en normal-
fordeling?). Man kan ogsa lave et normal-plot i Word-mat (se afsnit om normal-

fordelte observationssaet).

Residualerne skal have en konstant varians og vaere uathangige

Disse to krav vil vi tjekke med residualplot. Et residualplot skal se nogenlunde
saledes ud:

X-variabel 1 Residualplot

10
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- 5 1 *

v * * * -»
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X-variabel 1

Vi ser at residualerne ligger tilfeeldigt fordelt omkring 0.

Her er et residualplot som ikke opfylder kravet om konstant varians.

X-variabel 1 Residualplot
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¥-variabel 1

Vi kan se at variansen starter med at veere lille og derefter vokser.

Her er et residualplot som ikke opfylder kravet om uafhsengighed:
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X-variabel 1 Residualplot
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Vi kan se at der en tendens til at de enkelte residualer ligger teet pa de omkring-
liggende residualer. Altsa hvis f.eks. et residual er hgjt er der en tendens til at det
efterfglgende residual ogsa er hgjt. Athaengige residualer ser man ofte i forbindelse
med tidsserier - dvs. regressionsmodeller hvor x-veerdierne er tid. Hvis f.eks. en
aktiekurs er meget hgj, sa er der ogsa en tendens til at aktiekursen dagen efter
ogsa er meget hgj. Men afhaengige residualer kan ogsa skyldes at modellen har den
forkerte form. Det kunne veere at der slet ikke er tale om en lineszer sammenhaeng,
men at data i virkeligheden var bedre beskrevet med en eksponentiel funktion
f.eks.

Multipel lineser regression

De fire krav til residualerne skal ogsa vaere opfyldt ved multipel regression, men
maden man tjekker dem pa kan veere lidt anderledes, og der er ogsa et ekstra krav.
Alt i alt skal vi tjekke:

Residualerne skal have en middelvaerdi pa 0.
Residualerne skal veere normalfordelte.
Residualerne skal have en konstant varians.

Residualerne skal veere uathaengige.

AR B e

Der ma ikke veere nogen perfekt lineser korrelation mellem de forklarende
variable.

Krav 1-4

De to forste krav tjekkes pa samme made som ved almindelig lineser regression.
Konstant varians tjekkes ved at lave et xy-plot med residualerne som funktion
af y-veerdierne (de y-veerdier modellen giver - ikke dem fra datassettet). Plottet
inspiceres pa samme made som ved simpel regression. Uathaengighed er lidt tricky,
og eftersom det mest er noget man kan have problemer med i forbindelse med
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tidsserier, vil vi kun undersgge for uafheengighed, hvis en af de forklarende variable
er tid, eller hvis vi ved at data er indsamlet i en bestemt rackkefglge. I sa fald kan
man lave et xy-plot med tiden/raekkefplgen som x-veerdier og residualerne som

y-veerdier, og se om der er et mgnster.

Korrelation mellem de forklarende variable

Det sidste krav betyder at de forklarende variable ikke ma afhsenge linesert af
hinanden. Det kan man tjekke ved hjalp af en korrelationsmatriz. Den laves i
Analysis Toolpak pa fglgende made. Lad os sige at vi 5 forklarende variable som
vist nedenunder. Vi vaelger "Dataanalyse'og sa "Korrelation":

Xy Xz

X3

X,

X5

9,511601

13,15197

59,55502

23,68819

5,579551

10,02877

17,65388

60,15521

7,6676

13,26808

7,494405

18,28659

58,67567

18,04086

13,17899

10,40121

20,73807

60,283

15,48323

21,60321

6,315634

20,40165

58,08284

27,27822

11,91678

9,362019

18,94857

59,80845

20,38057

20,19421

8,907261

21,63235

59,4329

33,65405

13,20955

9,722397

20,54595

59,82296

14,73023

18,03321

11,3745

17,29377

60,87899

6,761259

15,55082

11,95415

20,81971

61,13512

-6,41246

14,3566

7,415084

15,99586

58,81582

3,375045

10,15099

11,46746

20,8107a

60,93664

34,28412

17,56603

9,62591

15,48968

59,63477

1,564799

20,22961

5,246721

16,10323

57,69016

30,05967

16,72947

11,645884

19,35326

60,90938

-4,42667

12,07228

Dataanalyse

Analyseveerkta]

Anava: Enkelt faktor
Anava: To-faktor med gentagelse

Kovarians

Beskrivende statistik

Eksponentiel udglatning

F-test: Dobbelt-stikpreve for varians
Fourier-analyse

Histogram

Anava: To-faktor uden gentagelse

? x

Annuller

Hjeelp

I "Inputomrade'rammer vi vores data ind og trykker "OK":

Xy

e

X3

Xy

K5

9,511601

13,15197

59,55502

23,68819

5,5795511

10,02877

17,65388

60,15521

7,6676

13,26808

7,494405

13,28659

58,67567

13,04086

13,17899

10,40121

20,79807

60,283

15,48323

21,60321

6,315634

20,40168

58,08284

27,27822

11,91678

9,362619

18,94857

59,80845

20,38057

20,19421

8,907261

21,63235

39,4329

33,65405

13,20935

9,722397

20,54595

59,82296

14,78023

18,03321

11,3745

17,29377

60,87899

6,761259

15,55082

11,95415

20,81971

61,13512

-6,41246

14,3566

7415084

15,99586

58,81582

3,375045

10,15099

Karrelation
Input
Inputomrade: 5J54:5N518

Grupperet efter: @Eolonner
O Bakker
[] Etiketter i farste reekke

Outputindstillinger
() Qutputomrade:
@ Ny regnearksfane:

O My projektmappe

1%

1%

? *
Annuller

Hjzelp

1146746

20,81076

60,93664

34,28412

17,56603

9,62591

15,48968

59,63477

1,564799

20,22961

5,246721

16,10323

57,69016

30,05967

16,72947

11,64384

19,35326

60,90938

-4,42667

12,07228
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Det giver os fglgende tabel:

Kolonne 1 Kolonne 2 Kolonne 3 Kolonne 4 Kolonne 5

Kolonne 1 1

kKolonne 2 0,356544 1

Kolonne 3 0,993665 0,355158 1

Kolonne 4 -0,46573 0,29036 -0,46200 1

Kolonne 5 0,174 0,094089 0,198211 0,015501 1

Vi kigger nu efter tal som er taet pa 1 eller -1. Vi bemeerker at der star 0,99 ud fra
kolonne 1 under kolonne 3. Det betyder at hvis man laver lineser regression med
x1 som x-veerdier og x3 som y-veerdier ville man fa en korrelationskoefficient pa
r =0,99. Vi husker at korrelationskoefficienten r er det samme som kvadratroden
af R? (men med minus hvis udviklingen er aftagende). S& nér r = 0,99 betyder
det der er en sammenhang mellem z; og x3 og derfor ma man overveje at fjerne
en af de to variable fra modellen. Million-dollar-spgrgsmalet er sa hvor stor/lille r
ma veere? Her ma jeg skuffe med et ikke-svar. Kravet hedder ingen "perfekt'lineser
korrelation, og det fortolker vi her som at veere meget teet pa 1 (eller -1), men der
er ingen magisk graense. Jo taettere pa 1 (eller -1) jo stgrre problem har vi.

Dvelse 4.4.1
Tag udgangspunkt i datasaettet her.

a) Lav en korrelationsmatrix for de 3 forklarende variable i datassettet med
karaktererne

b) Er der korrelation mellem nogle af de forklarende variable?

Outliers

Der kan forekomme observationer som afviger meget for modellen. Dem kan man
spotte nar man kigger pa residualerne. Der er ikke nogen fast regel for hvornar
man fjerner outliers. Det kan ggres efter forskellige principper. Jeg vil anbefale at
man bruger sin fornuft, og fjerner observationer som vurderes som fejl. Maler man
f.eks. temperaturen af vand i en gryde under opvarmning, og en af temperaturene
er registreret som 478°C', sa er det nok fordi at der er skrevet forkert, og derfor
bgr observationen fjernes fra data.
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Determinationskoefficenten (justereret determinationskoef-
ficient)

I forbindelse med modelkontrol er det ogsé en god ide at kommentere pd R?. Er
R? lav betyder det er generelt er stor forskel pa det modellen siger og de faktiske
data, men det behgver ikke at betyde at modellen er darlig. Hvis der er tale om
data med et stort tilfeeldigt element, s& kan man ikke undgd at fa en lav R? uanset
hvilken model man laver. Modellen kan stadig veere det bedst mulige made at
beskrive data pd. Tilsvarende kan man godt have en hgj R?, men en darlig model
(hvis den ikke opfylder de andre krav naevnt i dette afsnit).

4.5 (Guide til fancy lineser regression

Vi slutter af med en oversigt over hvordan man laver lineser regression pa et hgjere
niveau end vi kender fra B-niveau. Det bemsaerkes at det er en lidt omsteendelig
proces, sa i forbindelse med skriftlige prgver og eksamen anbefaler jeg, at man
dropper modelkontrollen (eller i hvert fald begrzenser den) medmindre opgaven
ligger op til at man laver modelkontrol.

Simpel linezer regression

1. Lav regression med Analysis Toolpak. Sgrg for at du har sat flueben ved
residualer og residualplot.

2. Lav modelkontrol. Dvs. undersgg om residualerne er normalfordelte med
middelveerdi nul, har konstant varians og er uathaengige. I praksis vil model-
kontrollen ofte give et lidt mudret billede, da det tit ser ud til at kravene ikke
helt er opfyldt. Det betyder dog ikke at modellen ikke kan bruges, men det
ggr den mindre palidelig - sa du skal tage forbehold. Husk ogsa at overveje
om du vil fjerne outliers (hvorefter du s& ma lave en ny model).

3. Opskriv den endelige model, skriv hvad de forskellige variable star for, og
kommenter pd modellens kvalitet ud fra din modelkontrol (inkl. R?).

Multipel lineser regression
1. Lav forst en regression med alle variable med Analysis Toolpak.

2. Du kan nu vaelge om du opstille den fulde model eller en korrigeret model.
Du skal altsa beslutte om du vil veelge ikke signifikante variable fra. Der
er ikke nogen fast regel der siger om du skal ggre det eller ej. Vi husker at
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en hgj p-veerdi ikke betyder, at variablen er irrelevant - det betyder, at vi
ikke kan veere sikre pa den er relevant ud fra de data vi har. Maske har
vi pa forhand en formodning om at den er relevant? Summa summarum,
man skal taenke sig om inden man fjerner variable fra modellen. Sa taenker I
nu... ahhh hvad ggr jeg til eksamen? Ja vi ma habe det fremgar af opgaven
om det forventes at I fjerner dem. Hvis ikke, kan I evt. opstille bade en
fuld og en reduceret model. I den virkelige verden vil man typisk bruge en
mere raffineret metode til variabelselektion end den som er praesenteret her.
Hvis du beslutter, at du vil fjerne ikke-signifikante variable, sa se om der er
nogle variable som har en p-veerdi pa over 5% (eller hvad du nu har valgt
som signifikansniveau). Hvis ja, sa fjern den variabel som har den stgrste
p-veerdi og lav en ny model. Dette gentager du, indtil alle p-veerdierne er
under signifikansniveauet. Overvej ogsa om du vil fjerne outliers.

3. Lav modelkontrol som ved simpel lineger regression. Men her skal du huske
ogsa at tjekke for korrelation mellem de forklarende variable med en korre-
lationsmatrix. Hvis der er korrelation, sa overvej at fjerne variable. Hvis en
variabel bade er korreleret og ikke-signifikant, er der endnu mere grund til
at fjerne den.

4. Opskriv den endelige model, skriv hvad de forskellige variable star for, og
kommenter pd modellens kvalitet ud fra din modelkontrol (inkl. justeret R?).

Dvelse 4.5.1

Du skal nu tage udgangspunkt i det samme datasset som jeg har brugt som
eksempel igennem sidste afsnit. Det er vedlagt her

a) Gennemfgre grundig multipel regression efter opskriften ovenover.

4.6 Ekstrema for funktioner af to variable

I dette afsnit skal vi supplere vores differentialregningsveerktgjskasse (sejt ord), sa
vi er rustet til de udfordringer vi mg@der i naeste afsnit. Afsnittet har i sig selv ikke
noget med lineser regression at ggre, men det ggr det jo kun mere interessant.

Partielle afledede

Ligesom man kan differentiere funktioner af én variable, kan man ogsa differentiere
funktioner af to variable. Det ggr man ved at betragte den ene variabel som en kon-
stant. Pa den made far man en funktion af én variabel, som man kan differentiere
pa saedvanlig vis. Det er nemmest at forklare ved et eksempel.
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Lad f(x,y) = y? + 2. Vi vil nu finde det som kaldes den partielle afledede med
hensyn til y og betegnes a% f(z,y). Det gor vi ved at opfatte x som en konstant,

og differentiere f som funktion af y. Vi ved at y? bliver 2y nar man differentierer,
og x skulle betragtes som en konstant, sa den bliver til 0. Altsa far vi

0

— —9 —9
ayf(f's,y) y+0=2y

Vi kan ogsa finde den partielle afledede med hensyn til z. Det gores selvfglgelig
ved at holde y konstant, og differentiere funktionen som en funktion af . Hvis y
er en konstant er y? ogsa en konstant, og den bliver derfor 0 nar vi differentiere.
Nar vi differentiere x far vi 1 og altsa har vi:

0
%f(x,y)—O—i—l—l.

Dvelse 4.6.1

Bestem bade a% (x,y) og a% f(x,y) for folgende funktioner
a) f(z,y) =x—y+2
b) flz,y) =%y

Det er ikke altid at funktions variable hedder = og y.

Lad f(v,w) = 2w? — In(v) + 0. Vi kan se at f en funktion af v og w. Vi finder:

0 1 1
og
af(v w)=2-2w—04+0=4w
ow’ -
Dvelse 4.6.2
Bestem:

a) Zf(a,b) og & f(a,b) for f(a,b) =2a+ ab®—4

b) g,/ (0.q) og 5, f(p.q) for f(p,q) = e’ + 17 = 3p
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Stationaere punkter

Vi husker fglgende saetning for funktioner af én variabel:

Satning (Fra Mat-B)

Lad f veere en differentialbel funktion som er defineret pa et abent interval I.

Hvis f har et ekstremum i zy € I, sa er f'(xg) = 0.
Der gaelder noget tilsvarende for funktionerne af to variable:

Satning 4.6.1

Lad f(z,y) veere en funktion af to variable defineret pa en aben maengde O og
antag at begge de partielle afledede %f(:c, Y) og %f(x, y) eksisterer.

Hvis f har et ekstremum i (xg,y9) € O, sa er a%f(xo,yo) =0 og %f(a:o,yg) =0.

Hvad en ”aben meengde” betyder i denne sammenhaeng, vil vi ikke ga i detaljer
med, vi vil blot heefte os ved, at hvis vi skal finde ekstrema for en funktion af to
variable, sa skal vi kigge efter de punkter hvor begge partielle afledede er nul. Et
sadan punkt kaldes et stationert punkt. Vi ved altsa at evt. ekstrema vil ligge i de
stationaere punkter. Vi kan dog ikke vaere sikker pa, at bare fordi en funktion har
et stationaert punkt, sd har den ogsa ekstremum i punktet. Det er ligesom med
f(x) = 2®. Her er f/(0) =0, men f har ikke ekstremum i x = 0.

Vi vil bestemme de stationaere punkter for funktionen
f(z,y) = 2° + 29° — vy + 14z

Vi bestemmer fgrst de to partielle afledede:

0
%f(x,y)—Qaz—y—Flﬁl

og
0
— — Ay —
ayf(x,y) y—x

De partielle afledede skal begge veere nul sa:

2 —y+14=0 og 4dy—x=0
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Vi isolerer x i den anden ligning:
r =4y
og seetter veerdien for x ind i den fgrste

2-(dy)—y+14=0
Ty+14 =0
y=-2

Vi indseetter nu veerdien for y i den anden ligning 4y — x =0

4.(=2)—x=0
x = —8

Vi konkluderer at f har et stationgertpunkt i (—8, —2)

Dvelse 4.6.3
Bestem stationeere punkter for folgende funktioner.
a) f(x,y) = 2%+ 2y — 22y + 10y
b) flx,y) =xy—y
c) flz,y) =a*—y’ =2y
Dvelse 4.6.4
Betragt funktionen f(a,b) = (2a — b — 1)? + (a — 2b + 13)?

a) Regn de partielle aflede 2 f(a, b) og 2 f(a,b). I stedet for at heeve parente-
serne skal du bruge reglen om differentiation af sammensatte funktioner.

b) Bestem de stationsere punkter for f.

Det store spgrgsmal er nu, hvordan man afggr om et stationsert punkt er et ek-
stremum og i givet fald, hvilket slags ekstremum. Det er selvfglgeligt veeldigt in-
teressant, men i forhold til lineaer regression er det nok for os, at kunne identificere
de stationaere punkter.
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4.7 Regression ved beregning

Beregning af residualer

Vi vender tilbage til vores datasaet:

Li | Yi
1|2
315
514

Tidligere fandt vi ved linezer regression folgende model:

y = 0,50 + 2,17.

Ud fra vores model, kan vi nemt beregne residualerne. Vi husker at residualerne er
afvigelsen mellem data og modellen. Altsa kan vi finde det i’te residual ved:

€ = Yi — Ui

Her er:

e; det i’'te residual,

y; den i’te y-veerdi i data,

g; den i'te estimerede y-veerdi ifslge modellen (altsa den y-veerdi man beregner
med den estimerede model).

Vi vil nu kigge pa hvordan vi kan beregne residualerne vores data:

112
315
514

Vi starter med at beregne 7;. Den forste x-veaerdi er 1, sa vi seetter 1 ind i
forskriften.

71 = 0,01+ 2166667 = 2, 666667
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Tilsvarende regner vi resten af ¢;’erne

1| 2| 2.666667
3|5 3,666667
5 | 4 |4,666667

Vi regner sa det forste residual
e1 =1y — U = (2 —2,666667) = —0, 666667,

og pa tilsvarende made regner vi resten af residualerne:

Li | Yi Ui €i

1|2 |2,666667 | -0,666667
3|5 |3,666667 | 1,333333
5 | 4 ]4,666667 | -0,666667

Vi har hermed beregnet residualerne som altsa ses i kolonnen til hgjre.

Mindste kvadraters metode

Der findes flere metoder til at beregne regressionsmodeller. Her skal vi se pa en
metode som hedder "mindste kvadraters metode”.

Vi vil igen tage udgangspunkt i dataseettet:

Li | Yi
1|2
315
514

Vi vil fgrst se pa ideen i metoden, og derefter hvordan man rent beregningstek-
nisk finder modellen. Vi starter med at tegne vores punkter ind sammen med en

mulig regressionslinje (det er den vi skal bestemme) og residualerne (tegnet med
bléat):
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()
Y
x
Vi tegner nu kvadrater ud fra residualerne:
()
Y
x

Mindste kvadraters metode gar ud pa at bestemme den forskrift y = ax + b, som
gor de bla kvadrater mindst mulige. Da kvadraterne har sidelaengde e;, og dermed
areal €2, skal vi altsd bestemme a og b s

S} (4.1)

bliver mindst muligt.

Vi vil beregne residualerne r pa tilsvarende made som i eksempel 4.7.1, men denne
gang er a og b ubekendte i forskriften § = ax + b. I vores forste punkt er x1 = 1
og derfor seetter vi 1 ind pa z’ets plads i forskriften:

t1=a-1+b=a+0b

Tilsvarende satter regner vi resten af ¢;’erne
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Ti | Yi Ui

112]a+0
315 |3a+b
514 |ba+b

Vi regner sa de kvadratiske residualer:
&=~ = 2 @+ ) = (~a—b+2)

og tilsvarende for alle de andre punkter.

Ti | Yi| Ui e;
12| a+b | (—a—b+2)?
3|5 |3a+b|(—3a—b+5)

514 |5a+b|(=5a—b+4)?

Vi finder summen af alle de kvadratiske residualer

3 .2 _ .2, .2 2
di_je; =e] +e;+es

i =

= (—a—b+2)?+(=3a—b+5)?>+ (—ba—b+4)>

Vi ser nu at summen af kvadratiske residualer afhaenger af a og b, og vi kan derfor
se den som en funktion af a og b:

fa,b) = (—a—b+2)*+ (=3a—b+5)*+ (—5a — b+ 4)*

hvor f(a,b) altsé betegner summen af de kvadratiske residualer. Ahhh bare vi dog
havde en metode til at minimere en funktion i to variable... nej hov vent... Det har
vi jo!!! Den leerte vi i afsnittet om ekstrema for partielle afledede. Ifglge seetning
4.6.1 skal vi saette de partielle aflede lig nul. Vi starter med at bestemme de
partielle afledede (og vi husker at bruge reglen for sammensatte funktioner).

aaaf(a, b) =2(—a—b+2)(—1)+2(—3a—b+5)(—3) + 2(—ba — b+ 4)(-5)

= 2a +2b -4+ 18a + 6b — 30 4 50a + 1006 — 40
= 70a 4 18b — 74
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9 (a,b) =2(—a—b+2)(—1)+2(=3a—b+5)(—1) + 2(—=5a — b+ 4)(—1)

0b
=2a+2b—446a+2b—104 10a + 2b — 8
= 18a + 60 — 22

Vi seetter nu de partielle afledede lig med nul:
70a+180—74=0 18a+6b—22=0

Vi mangler altsa bare at lgse to ligninger med to ubekendte. Vi isolerer b i den
fgrste ligning:

70a + 18b — 74 =0
b= —3,88889a + 4,111111

og satter ind pa b’s plads i den anden ligning

18a+6b—22=0
18a + 6(—3,88889a + 4,111111) — 22 =0
a = 0,5.

Vi kan nu finde b:

b= —3,88889a + 4,111111
— —3,88889- 0,5+ 4,111111
= 217.

Vi har nu fundet bade a og b og derfor har vi fundet forskriften
y = 0,50 + 2,17.

Den kritiske leeser vil maske vaere bekymret over, om vi kan veere sikker pa, at vi
har minimeret de kvadratiske afvigelser. At de partielle afledede giver nul, er ikke
nogen garanti for et minimum. Vi ved dog at hvis en funktion har et minimum, sa
er de partielle afledede nul. Da det er oplagt at de kvadratiske afvigelser ma have
et minimum (hvorfor er det oplagt?), og da der kun en lgsning, hvor de partielle
afledede er nul, ma det vaere minimum vi har fundet.

164



Dvelse 4.7.1
Betragt data

Li | Yi
114
2|2
415

Du skal nu bestemme en linezer model for data. Jeg har delt det op i 3 bidder,
sa det bliver nemmere at identificere, hvad der er gaet galt, nar det er gaet galt
(for det gor det).

a) Bestem funktionen f(a,b) som beskriver summen af de kvadratiske resi-
dualer.

b) Bestem de partielle afledte for f

¢) Bestem den linesere model.

Dvelse 4.7.2

Betragt data:
Li | Yi
01]0
111
214
315

Bestem ved beregning:
a) funktionen f(a,b) som beskriver summen af de kvadratiske residualer.
b) de partielle afledte for f
c¢) en lineger model for data
d)

residualerne
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4.8 Determinationskoeflicienten

Determinationskoefficienten R? viser lgst sagt, hvor langt data ligger fra modellen.
Er R? teet pa 1, betyder det at data ligger taet pa modellen. Vi skal i det fglgende se
hvordan R? beregnes, hvorefter vi skal kigge mere praecist pa dens betydning.

Formlen for R? er

Her er:

e; det i'te residual,

y; den i'te y-veerdi,

7 gennemsnittet af y-veerdierne.

Vi vender tilbage til vores datasaet for at forsta hvad formlen udtrykker:

Li|Yi
1|2
315
514

Vi starter med at forklare X7 e? i formlen. Vi tegner forst data, model og residu-
aler:

<>

X

[ udtrykket 7 e? star residualerne i anden. Stgrrelserne af ¢ kan derfor vises
med kvadrater som her:
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Nagt

X

Udtrykket 7 ,e? viser altsd det samlede areal af de bld kvadrater. Vi kan se,
at jo mindre residualer, jo mindre kvadrater, og derfor er X7 e? teet pa nul nar
punkterne ligger teet pa linjen.

Vi vender nu blikket mod ngevneren i brgken i formlen for RZ:

iy = )

Vi kan se at dette udtryk ogsa er en sum af kvadratiske afvigelser. Men denne
gang er det afvigelserne fra y-veerdierne til gennemsnittet af y-vaerdierne 3. Vi
kan tegne dem pa tilsvarende made som vi tegnede de kvadratiske residualer (bla
kvadrater), bortset fra at vi skal tage udgangspunkt i linjen y = 7 i stedet for
regressionslinjen.

X

Denne sum af kvadratiske afvigelser er lille, nar punkterne ligger taet pa linjen
gennem y. Dvs. nar alle y-veerdierne ligger teet pa hinanden.

Vi kan nu forklare hvorfor R? er teet pa 1 nir punkterne ligger taet pd linjen.
Formlen var:

n 2
216

iy —7)?
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Hvis punkterne ligger teet pa linjen bliver teelleren i brgken teet pa nul, hvilket ggr
brgken teet pa nul (medmindre nsevnerne er taet pa nul ogsa, hvilket jeg kommer
tilbage til) og derfor bliver hele udtrykket teet pa 1.

Vi kan ogsa forklare, hvorfor 0 < R? < 1. Da bade telleren og naevneren i brgken
er ikke-negative, ma selve brgken veere ikke-negativ. Traekker man noget ikke-
negativt fra 1, er det hgjeste man kan f& 1. S& R? < 1. At R?> > 0, skyldes
at regressionslinjen er den linje, som giver de mindste kvadratiske afvigelser, og
derfor ma teelleren i brgken veere mindre end eller lig med naevneren (som jo er de
kvadratiske afvigelser fra linjen y = ¢). Dvs. brgken er mindre end eller lig med 1.
Altsa konkluderer vi:

0<R’<1

Nah, men vi mangler lige at kigge pa situationen, hvor naevneren ogsa er teet pa
nul. Det vil den veere, hvis punkterne ligger teet pa linjen gennen gennemsnittet,
altsa hvis alle y-veerdierne er naeste ens. I det tilfeelde vil der typisk ikke veere sa
meget forskel pa taeller og naevner i brgken (relativt set), og derfor vil R? veere
lille. Her er et eksempel:

Neagt

X

Ovenstaende regressionslinje har R? = 0,25 pa trods af at punkterne ligger super
teet pa linjen. S& det med at R? er teet pa 1 nar punkterne er teet pa linjen er lidt
upraecist. I stedet kunne man sige at R? er teet pa 1, nir punkterne ligger meget
teettere pa regressionsmodellen end pa gennemsnittet af y-veerdierne.

Antag at vi har et xy-plot der beskriver udviklingen i arbejdslgshed over en
periode. Den simpleste beskrivelse af arbejdslgsheden gennem perioden fas ved
at beregne den gennemsnitlige arbejdslgshed. Vil man have en bedre beskrivelse,
kunne man regne en lineser model for udviklingen. Antag nu at R? = 0,1 for
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sddan en model. Fordi R? er s lav, er der noget der tyder p4, at modellen ikke
giver en vaesentlig bedre beskrivelse af udviklingen end gennemsnittet.

Man kunne godt blive fristet til at tro R? udtrykker, om man har fat i den rigtige
model for ens data. Har man f.eks. R? = 0,97 kunne man teenke at ens data var
rigtigt godt beskrevet med en lineser model. Som vi skal se i den efterfglgende
gvelse er dette dog ikke korrekt.

Dvelse 4.8.1

Laes folgende Wikipedia-artikel:

https://en.wikipedia.org/wiki/Anscombe’s quartet.

a) Forklar, hvor det er problematisk at bruge R? til at afggre om data be-
skrives godt med den linesere model.

b) Forklar, hvorfor man I nogle tilfselde vil acceptere modeller med en lav R?

veerdi.
Dvelse 4.8.2
I gvelse 4.7.1 regnede du modellen y = 0,52 + 2,5 for fglgende data.
Li | Yi
14
212
415

a) Beregn (i hdnden) R? og fortolk den.

Ekstra
En almindelig fortolkning af R? er:

Andelen af den totale variation i y-veerdier som er forklaret af modellen.

Vi skal nu se hvad det betyder. Vi starter med vores xy-plot:
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X

Vi vil nu regne den totale variation i y-veerdierne. Der er flere made at udtrykke
variationen, men vi regner den som de kvadratiske afvigelser fra gennemsnittet. I
forste omgang tegner vi dog kun selve afvigelse ind:

Y

<

X

Vi vil nu se om vi kan slippe af med noget af den variation ved at tegne en
regressionslinje:

<

R

Vi kan se at vi med modellen kommer tetter pa punktet og vi er sluppet af med
noget af variationen. Den grgnne streg viser hvor stor en del af variationen, som
modellen har forklaret og den bla viser den variation der stadig er tilbage. Som sagt

X
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regner vi variationen som kvadratiske afvigelser, sa vi skal tegne kvadrater:

Y

|

Vi forstiller os nu at vi tegner tilsvarende kvadrater for de andre punkter og
indfgrer folgende betegnelser.

f

X

SStot: Summen af de rgde kvadrater, som udtrykker den totale variation.
S'Sreg: Summen af de grgnne kvadrater, som udtrykker den forklarede variation.

S Sres: Summen af bla kvadrater, som udtrykker den variation modellen ikke kan
forklare.

Med de betegnelser far vi at
SSI‘GS

S

Man kan bevise (vil vil ikke ggre det), at nar man bruger mindste kvadraters
metode til at finde modellen, sa er

R?=1

SStot = SSreg =+ SSres

Vi vi dividere med S5, pa begge sider.

SStot o SSres + SSI'eg
SStot B SStot SStot

Vi forkorter og omskriver:

SSI’GS . SSI‘eg

1 — —
SStot SStot

Vi genkender venstresiden som R?. Vi husker at S5, udtrykker den del af den

o5 andelen af den totale
tot

totale variation som modellen kan forklare og dermed er
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variation som modellen kan forklare. Vi har altsa:
R? = 7andelen af den totale variation, som modellen kan forklare”

P& grund af dette kaldes R? ogsa for forklaringsgraden, da R? udtrykker i hvilken
grad regressionslinjen forklarer variationen.
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Kapitel 5
Potensfunktioner

Potensfunktioner er den sidste grundleeggende funktionstype vi skal igennem. Vi
har dog allerede set pa en del potensfunktioner, fordi visse linezere funktioner,
polynomier osv. er ogsa potensfunktioner.

5.1 Forskrift og graf
Definition 5.1.1

En potensfunktion er en funktion med forskriften

flx) =b-z°

hvor b > 0 og x > 0.

Bemeaerk at der ud over at veere et krav til b ogsa er et krav til x. Det er forste
gang vi ser det i en definition af en funktionstype.

Man kunne godt komme til at forveksle forskriften for en potensfunktion med
forskriften for en eksponentiel funktion.

a) Hvad er forskellen?

En funktion med forskriften... lad os sige... f(z) = 2 - 2% er selvfslgelig en
potensfunktion, men nogle gange er det knap sa tydeligt, at man har med en
potensfunktion at ggre. Her ses nogle mindre oplagte eksempler:
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« f(z) = /T er en potensfunktion da \/z =1 - z2

« f(z) =1 er en potensfunktion da = =127

I eksemplet ser vi at f(z) = /z og f(x) = L begge er eksempler p& potensfunk-

tionsfunktioner. Man kan ikke tage kvadratrf’goden af et negativt tal, og man kan
ikke dele med nul, og det er grunden til, at vi kreever at x > 0 i definition 5.1.1. Sa
er vi nemlig sikre pa, at f(z) = b- x* er defineret uanset, hvad a er. Men mange
potensfunktioner kunne defineres for en stgrre maengde af tal. F.eks. funktionen
f(z) = 2. Opfatter vi denne funktion som et andengradspolynomium, er den
pludselig defineret for alle reelle tal. Medmindre man specifikt angiver, at funk-
tionen skal opfattes som en potensfunktion, sa er definitionsmaengden altid den
storst mulige. I dette kapitel er det implicit at alle funktionerne skal opfattes som
potensfunktioner.

Dvelse 5.1.2

Afgor hvilke af folgende funktioner der er potensfunktioner og bestem a og
b:

a) f(x)=2-2°
b) fz) =2’

c) flx)=7-2"
d) flz) ==

e) flz) =—ux

f) flz)=223+1
g) flx) =4

h) f(z) = Va?
i) fz) =5
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Dvelse 5.1.3

Af sidste gvelsen fremgar det at der er mange velkendte funktioner som og-
sa kan opfattes som potensfunktioner, hvis definitionsmaengden begraenses til
0; 0.

a) Hvilke linesere funktioner kan opfattes som potensfunktioner?

b) Hvilke polynomier kan opfattes som potensfunktioner?

c) Hvilke konstante funktioner kan opfattes som potensfunktioner.

Graf

For potensfunktionen f(z) = b- x® er grafens form er bestemt af konstanterne a
og b. Her er det iseer a som er speendende at se pa, da det er den som bestemmer,
hvilken type graf der er tale om.

Betydning af a

Det er a som bestemmer potensfunktions vaekst. Alt efter veerdien af a far vi
forskellig form pa grafen for funktionen:

%z . M LL

a<0 O<axl1

3/

Figur 5.1: Grafen for potensfunktionen f(z) = b -z for forskellige veerdier af
konstanten a

Betydning af b

Konstanten b har selvfglgelig ogsa en betydning for grafen. Det er nemlig anden-
koordinaten til punktet med ferstekoordinat 1, som vist her:
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Dvelse 5.1.4

Her ses grafen for en potensfunktion.

D
&
8

a) Hvad kan man sige om a?

b) Aflees veerdien af b.

Dvelse 5.1.5

Definitions og veerdimeengden for potensfunktionen f(z) = b- x* afhsenger af
konstanterne a og b.

Ud fra graferne i figur 5.1 skal du bestemme definitions og veerdimaengden for
f nar

a) a#0
b) a=0
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Dvelse 5.1.6

Potensfunktioner som f.eks. f(z) = 3z og f(x) = x? er ikke s& interessante da
vi har studeret dem i de foregaende kapitler. Sa lad os se naermere pa nogle af
de mere eksotiske potensfunktioner.

a) Lav en skitse af f(x) = y/z. Hvis du er sej, gor du det i handen uden
GeoGebra.

b) Lav en skitse af f(x) = % Hvis du er sej, gor du det i handen uden
GeoGebra.

Ligninger med potenser

I forbindelse med potensfunktioner optraeder ogsa ligninger med potenser.

Vi vil Igse ligningen 523° = 30. Vi starter med at dividere med 5 pa begge sider,
da det vil bringe os lidt teettere pa at fa x til at sta alene:

235 — @
5)

Dvs.
2% =6

Nu tager vi den 3,5’te rod af 6 for at finde z:
x= "6

Vi taster roden i GeoGebra. Man kan fa rodtegnet frem ved at skrive nroot i
et algebravindue.

r =1,67
Dvelse 5.1.7
Lgs ligningerne
a) 3zh7 =20
b) 0,23 = 271
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Ekstra

Ligesom for linesere og eksponentielle funktioner, er der ogsa en formel for forskrif-
ten for en potensfunktion gennem to punkter.

Satning 5.1.1

Antag at grafen for en potensfunktion f(x) = b- 2% gar igennem punkterne
(0,%0) 0og (x1,71). Da kan a og b bestemmes ved formlerne:

In (&
a = n<y°) og p—= N
ln(ﬂ) xd

Zo

Dvelse 5.1.8

a) Bestem forskriften for den potensfunktion som gar igennem punkterne
(2,12) og (3,27).

Dvelse 5.1.9

Nedenstaende tabel viser sammenhaeng mellem kropsveegt og hjerneveegt for to
mennesker.

Kropsveegt (kg) | 60 80
Hjerneveegt (kg) | 1,268 | 1,533

Sammenheengen kan beskrives med en potensfunktion f(x) = b- 2%, hvor f(x)
er hjernevaegten og x er kropsvaegten.

a) Bestem a og b i forskriften.

b) Bestem hjernevaegten for en person der vejer 110 kg. Kan du ggre det bade
ved aflaesning og ved beregning?

¢) En mand har en hjerne pa 1,4 kg. Hvad vejer han? Kan du finde ud af det
bade ved aflaesning og ved beregning?

5.2 Potensfunktioners vaekst

Indtil videre har vi set pa fglgende former for vaekst:

Linezer y vokser med en fast veerdi, nar x vokser med en fast veerdi

Eksponentiel | y vokser med en fast procent, nar x vokser med en fast veerdi
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Potensfunktioner vokser med en fast procent, nar x vokser med en fast procent.
Altsa en procent-procent veekst. Det er nemmest at illustrere med et eksem-
pel:

Vi har valgt at markere = 40 og lade x vokse med 50%. Vi ser at de tilsva-
rende y-veerdier vokser med 20%. Den procentvise vaekst i y afhaenger ikke at det
valgte udgangspunkt for x, men den athsenger af det valgte procentvise spring i
x-veerdierne.

Dvelse 5.2.1
Med udgangspunkt i grafen ovenover.

a) Tjek at jeg har ret. Altsa der er et spring pa 50% mellem de markerede
x-veerdier og et spring pa 20% mellem de markerede y-veerdier.

b) Hvad ville der ske hvis jeg havde valgt en anden start veerdi til x, men
samme procentvise vaekst. Ville y sa stadig vokse med 20%?7

c) Hvad ville der ske hvis jeg havde valgt en anden procentvis veekst til x,
men samme startveerdi. Ville y sa stadig vokse med 20%?7

Vi kan udvide nu skemaet med veekstegenskaber:

Linezer y vokser med en fast veerdi, nar x vokser med en fast veerdi

Eksponentiel | y vokser med en fast procent, nar x vokser med en fast veerdi

Potens y vokser med en fast procent, nar x vokser med en fast procent

Bemeaerk forskellen mellem eksponentiel og potens.
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@velse 5.2.2 (Svaer)

Antag at en potensfunktion f(x) vokser fra 200 til 220 nar = vokser fra 30 til
60.

a) Hvor stor er den procentvise vaekst fra 200 til 2207
b) Hvor stor er den procentvise vaekst fra 30 til 607
¢) Benyt de netop fundne resultater til at bestemme f(120)

VINK: I sidste spgrgsmal far du brug for at udnytte hvad du ved om potens-
veekst fra skemaet oven over

Regression med potensfunktioner

Ligesom vi kan lave lineaer og eksponentiel regression kan vi ogsa lave regression
med potensfunktioner. Der er ikke noget nyt her, andet end at man selvfglgelig
veelger "potens” i Excel.

Dvelse 5.2.3

I dette Excel-ark ses en oversigt over indtaegter for kunstnere pa Spotify i ar
2021. T arket fremgar det f.eks. at kun 16500 af kunstnerne tjente mere end
$50.000. Og det er belgbet Spotify udbetalte. Kunstneres pladeselskab snupper
en stor del, medmindre kunstneren selv udgiver musikken, sa reelt er indtjenin-
gen mindre. Jeg kan ikke anbefale at blive musiker.

a) Bestem en potensmodel for sammenhgengen mellem indtegt x og antallet
af kunstnere n(x), som har minimum denne indteegt.

b) Bestem ved hjelp af modellen hvor mange kunstnere som tjente mere end
$2.000.

¢) Bestem ved hjelp af modellen hvor meget de bedst tjenende 1000 kunst-
nere tjente.

Spotify er ikke det eneste eksempel pa, at fa mennesker far en stor del af kagen, og I
mange tilfaelde vil potensfunktioner give en god beskrivelse af uligheden. Heldigvis
kan vi ogsa bruge potensfunktioner i fysik, og det er jo mere opmuntrende end
ulighed. Sa luk mathhx og lav noget fysik. Jaja nu teenker du nok at jeg er sadan
en enhedslisten-agtig type, og at man fortjener at tjene alle pengene, hvis man
er dygtig osv...men kom ikke og forteel mig at den musik, som er mest spillet pa
Spotify, er den bedste!
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./assets/spotify2021.xlsx

Ekstra

Vi kan ogsé skrive skemaet med vackstegenskaber saledes:

y-veekst: fast veerdi | y-vackst: fast procent

r-vaekst: fast veerdi | Lineeer Eksponentiel

x-vaekst: fast procent Potens

Vi kan se at skemaet indeholder et tomt felt.

Dvelse 5.2.4 (Svaer)

Du kan faktisk teenke dig til hvad der skal sta i det tomme felt. Det er sveert,
men du skal have gang i noget med omvendte funktioner kan jeg afslgre.

a) Gor skemaet feerdigt. Dvs. find ud af hvad der skal sta i det tomme felt

5.3 Beviser til potensfunktioner

Vi har leert at b er andenkoordinaten til x = 1 og at potensfunktioner er karakte-
riseret ved en procent-procent vaekst. Det kan formuleres mere konkret i folgende
seetning:

Satning 5.3.1

Grafen for en potensfunktion f(z) =b- 2% gar igennem punktet (1,b) og funk-
tionen vokser med ((1 +r)* — 1) - 100% nar = vokser med r - 100%

Vi bemeerker at ((147)*—1)-100% ikke aftheenger af x s& det er en fast procentvis
vaekst.

@velse 5.3.1

Med inspiration fra beviset til den tilsvarende saetning for eksponentielle funk-
tioner (se afsnit 6.6 1 b-bogen)

a) Bevis ovenstaende saetning

VINK: Du far brug for potensregnereglen (a - b)? = a? - bP.
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Funktion igennem to punkter
Saetning 5.1.1

Antag at grafen for en potensfunktion f(x) = b- 2% gar igennem punkterne
(x0,%0) 0og (x1,71). Da kan a og b bestemmes ved formlerne:

In ()

_ _ Y
a_ln(ié) b=

2

0g

Dvelse 5.3.2

I denne gvelse skal du igen sgge inspiration i beviset for den tilsvarende seetning
for eksponentielle funktioner (se afsnit 6.6 i b-bogen)

a) Bevis ovenstaende setning.

VINK: Du far brug for fglgende regler (%)p =2 og In(a?) = p - In(a).
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Kapitel 6

Trigonometriske funktioner
(gammel ordning)

Trigonometri er et emne som handler om at bestemme vinkler og sider i trekan-
ter. I trigonometrien mgder man de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og
tangens. Men dette kapitel handler ikke om trekanter. Det viser sig, at de trigono-
metriske funktioner har en mere grundlaeggende rolle i matematikken, og derfor vil
vi springe trekantsberegningerne over, og i stedet ga direkte til de trigonometriske
funktioner og deres egenskaber. Den mest interessante egenskab for trigonome-
triske funktioner er at de er periodiske, hvilket betyder at de efter et stykke tid
begynder at gentage sig selv. Derfor kan de bruges til at modellere periodiske be-
vaegelser indenfor f.eks. gkonomi. Det kan f.eks. veere en virksomhed som salger en
saesonbetonet vare. Her kan de trigonometriske funktioner bruges til at modellere
hvordan virksomhedens omsaetning folger arets maneder. Det er sadan vi vil se
dem i eksamensopgaverne i hvert fald. Om det fungere pa den made i de virkelige
liv er jeg lidt mere i tvivl om, men da de er fundamentale for matematikken, er
det bestemt en god ide at leere om dem.

6.1 Enhedscirklen (gammel ordning)

En enhedscirkel er en cirkel i et koordinatsystem med centrum i (0,0) og radius
r=1:
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Dvelse 6.1.1

a) Hvad er en enhedscirkel?

Vi far brug for at kende omkredsen af enhedscirklen. Den er 27.

Dvelse 6.1.2

a) Argumenter at omkredsen af enhedscirklen er 27.

Vinkler i enhedscirklen

Har man en vinkel v, tegner man den ind i enhedscirklen som vist her:

Yy
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@velse 6.1.3
Find papir og blyant frem.
a) Tegn en enhedscirkel.

b) Tegn vinklen v = 135° ind i enhedscirklen, og inden du siger: "Jeg har
jo ikke nogen vinkelmaler med”, sa siger jeg: "Det er ikke ngdvendigt, du
kan godt ggre det preecist nok uden”.

Negative vinkler

Vi er vandt til vinkler er positive. Vinkler er jo noget, vi maler med vores vinkel-
maler, right? Men man kan faktisk godt have negative vinkler. Har vi en vinkel
pa v = —45°, betyder det at den skal se ud som en vinkel pa 45°, men at den skal
"rotere den anden vej” i enhedscirklen som vist her:

Y

1N

Man kunne taenke at en vinkel pa —45° er det samme som en vinkel pa 315° som
vist her:

s\
/

Selvom vinklernes ben ligger samme sted i de to enhedscirkler, kan vi se at den
sorte buede pil der markerer rotationen er forskellig for de to vinkler. Spgrger
man mig, ja sa vil jeg hellere roteres med —45° end 315°, da 315° ville ggre mig

185



helt rundtosset (det er et stgrre rotation). De to vinkler har dog en noget til
feelles. De skeerer enhedscirklen i det samme punkt, og netop skaeringspunktet
med enhedscirklen kommer vi til at interessere os for senere.

@velse 6.1.4
a) Tegn vinklen pa —180° ind i en enhedscirkel.

Retningspunkter

Nar man tegner en vinkel ind i enhedscirklen, ligger man altid vinklens ene ben
langs x-aksen. Det punkt hvor vinklens andet ben skaerer cirklen kaldes retnings-
punktet. Hedder vinklen v, betegner vi retningspunktet med R,,.

(Y
1
R,
v x
1
@velse 6.1.5
Bestem koordinaterne til retningspunkterne for fglgende vinkler.
a) v=90°
b) v =180°
c) v=270°
d) v=0°
e) v=-90°

Vinkler malt i radianer

I stedet for at male vinkler i grader, kan man male dem i noget som hedder
radianer. Nar man maler en vinkel i radianer, maler man leengden langs cirklens
periferi (kant) som vist her:
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Vinklen v malt i radianer er altsa laeengden af den grgnne bue. Stgrrelsen pa en
vinkel malt i radianer kaldes radiantallet.

Vi vil nu bestemme radiantallet for vinklen ovenover: Da der er 27 hele vejen
rundt, og vi kan se at den grgnne bue fylder % af cirklen, ma vinklen v veere
1 o
v=g-2r =71 Altsd v =7.
Laeg maerke til der ikke er nogen enhed pa. Det er den made vi kan se forskel
pa grader og radianer. Star der v = 20, betyder det 20 radianer, mens v = 20°

betyder 20 grader.

Vil man finde radiantallet for negative vinkler, fungerer det helt som man skulle
tro. Man finder stadig bueleengden, men hvis vinklen er negativ, sa er radiantallet
ogsa negativt.

Vi vil nu bestemme radiantallet for en vinkel pa —90°. Vi indtegner fgrst vinklen
og derefter indtegner vi buen langs enhedscirklen (igen markeret med gron):

Y

Y
¥
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Da der er 27 hele vejen rundt og Vi kan se at den grgnne bue fylder af cirklen,
ma bueleengden vaere v = ;- 2r = Z. Da v er en negativ vinklen skal der et

negativt fortegn pa buelaengen. Altsé v=—3.

Dvelse 6.1.6

Bestem radiantallet for fglgende vinker:
a) v=90°
b) v = 180°

)
c) v
d)

v = —45°

Dvelse 6.1.7

Bestem koordinaterne til retningspunktet for folgende vinkler. Pas pa! Jeg har
blandet grader og radianer.

a) v=90°

b) v=—m

¢) v = 450°

d) v = —2 Her kan du ikke ggre det praecist (endnu). Sa et ca. punkt er ok

@velse 6.1.8
a) Udfyld de tomme pladser.

x| 0°]45°]90°| 135° 225°|270°

N
i
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6.2 Cosinus, sinus og tangens (gammel ordning)

Definition 6.2.1

Lad v veere en vinkel med retningspunkt R,.
Cosinus til v defineres som fgrstekoordinaten til R, og betegnes cos(v).

Sinus til v defineres som andenkoordinaten til R, og betegnes sin(v).

sin(v)
cos(v)

selvfglgelig kun hvis cos(v) # 0. Ellers er tangens udefineret.

Tangens til v defineres som forholdet og betegnes tan(v). Dette gaelder

Cosinus og sinus kan illustreres saledes:

sin(v) f---------- R,

Vi vil bestemme cosinus, sinus og tangens til vinklen pa tegningen oven over.
Det er sveert at se de preecise koordinater til retningspunktet ud fra tegningen,
men det ser ud til at cosinus og sinus har samme vaerdi og at den veerdi ligger
mellem % og 1. Skal vi sige 0,77 Altsa

cos(v) = 0,7 og sin(v) =0,7
Tangens bliver sa

sin(v) 0,7
cos(v) 0,7

tan(v) = 1
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Der findes selviglgelig metoder til at fa praecise veerdier for cosinus, sinus og tan-
gens, men til at starte med, er det fint at aflaese for at fa forstaelse pa plads

Dvelse 6.2.1
Bestem cosinus, sinus og tangens til fglgende vinkler.
a) v=m

b

v

135° (bare sadan ca.)
d

v (bare sadan ca.)

€) v =

)
c) v

)

)

Cosinus, sinus og tangens som funktioner

Til enhver vinkel v kan vi bestemme cosinus til v. Vi kan derfor teenke pa cosinus
som en funktion, nemlig den funktion som til ethvert x knytter cos(z), dvs. funk-
tionen med forskriften f(x) = cos(x). Grunden til vi skriver x i stedet for v er at
vi gerne vil taenke pa cosinus som en almindelig funktion og her plejer vi at kalde
variablen for z. Lad os undersgge hvordan grafen ser ud. Vi tegner grafen ved at
lave et sildeben. Vi finder funktionsveerdierne ud fra enhedscirklen. Vi starter med
x = 0. Altsa en vinkel pa 0.

Vi kan se at retningspunktet for vinklen x = 0 har en fgrstekoordinat pa 1. Altsa
er cos(0) = 1 og dermed er f(0) =1 (husk at vi tegner grafen for f(z) = cos(x)).
Der er ikke noget nyt her. Det er preecis som den gvelse I lige har regnet. Det
skriver vi ind i et sildeben:
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fl@) 1

™

Vi tager lige en til. Vi veelger vinklen pa x = 7

Y

Vi afleeser forstekoordinaten til retningspunkt for vinklen z = 7 til at veere x = 0,7,
hvilket vi seetter ind i sildebenet. Sadan forsaetter vi rundt i enhedscirklen, hvilket
giver os:

s s ™ us 3m | Tmw
v |0 5| °F |7 T |F| T2
Fz)|110,7/0]-0,7]-1-0,7] 0]0,7] 1

Vi tegner punkterne ind i et koordinatsystem

Y

1-«. o ®

og vi tegner en graf gennem alle punkterne:
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i

T

21

Vi ser at det sidste punkt ligger med samme funktionsveerdi (y-veerdi ) som det
fgrste. Det er fordi at vi ved o = 27 er néet en helt gang rundt i cirklen og defor
starter vi forfra med de samme funktionsvaerdier. Tegner vi endnu et punkt ind,

vedx:27r—|—%:%, far vi:

1 -

Y

o

21

Vi kan se at dette punkt har samme funktionsveerdi som det andet punkt. Sddan

kan vi blive ved:

Y
1 -

27 37 4

Vi kan se at den rgde del af grafen er en ngjagtig kopi af den sorte del. En funktion,
som gentager sig selv pa den made, siges at vaere periodisk. Det stykke, man skal
ga ud, fgr at funktion gentager sig selv, kaldes perioden. Vi kan se at cosinus

er periodisk med periode T
negativ retning:
P

= 2m. Grafen kan selvfglgelig udvides mere — ogsa i

N

N
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@velse 6.2.2
Nu er det din tur til at tegne grafer med papir og blyant som beskrevet ovenover.
a) Tegn grafen for sinus i intervallet [0; 27].

b) Tegn grafen tangens i intervallet [0; 27]. Den her er lidt sveer. Du far brug
for mange stgttepunkter. Det kan veere en hjeelpe at overveje, hvordan
grafen ma opfgrer sig, nar z er taet pa 3 eller 37”

Dvelse 6.2.3

a) Argumenter for at sinus er periodisk og kom med et bud for perioden. Fa
hjeelp fra din tegning af grafen.

b) Argumenter for at tangens er periodisk og kom med et bud for perioden.
Fa hjalp fra din tegning af grafen.

6.3 Regning med trigonometriske funktioner (gam-
mel ordning)

De trigonometiske funktioner i Geogebra

Indtil videre har vi bestemt funktionsveerdier for de trigonometriske funktioner ved
at aflaese i enhedscirklen. Vi kan selviglgelig finde de preecise veerdier i GeoGebra.
Det ggr vi med kommandoerne

cos(x) , sin(x) og tan(x)

Her skal vi veere opmaerksom pa en ting. Hvis vi skriver cos(5), tror GeoGebra
sa at b er i grader eller radianer? Det er et problem man star med uanset hvilket
veerkt@j man bruger. Skriver man i Algebravinduet, sa vil GeoGebra gaette om du
mener grader eller radianer, mens at CASvinduet vil opfattte vinklen som vaerende
i radianer. Man kan ogsa regne i grader i CAS, men sa skal man skrive det ekspicit,
f.eks.: cos(5°). Jeg vil anbefale at bruge CAS.
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@velse 6.3.1

Bestem fglgende veaerdier i Geogebra,
a) cos(45°)

b) sin(90°)

¢) sin(90)

d) tan(—2)

Funktionsundersglgelse med trigonometriske funktioner i
GeoGebra

I vil mgde funktioner hvis forskrift indeholder trigonometriske funktioner. Typisk
er [ ngdt til at anvende GeoGebra for at kunne regne pa dem. Her er der ikke noget
nyt, men husk at det ikke er polynomier, og derfor vil I veere ngdt til at bruge
de kommandoer som tager udgangspunkt i et interval. Skal man finde nulpunkter
f.eks., sa kan man ikke bruge kommandoen Rod(Polynomium). I stedet bruger
man

Rgdder (Funktion, Start x-Verdi, Slut x-Verdi)

Det kraever sa at man har et interval, sa det ma man héabe at der opgivet i opga-
ven.
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Dvelse 6.3.2

Ved hjalp af GeoGebra skal du lave en funktionsundersggelse af funktionen
1
f(x) = 4sin <2x — 6) +2, x€[0;20]

Dvs. du skal bestemme:

a) Definitionsmangde

b) Veerdimaengde

c) Nulpunkter

e) Monotoniforhold

f

)
)
)
d) Fortegnsvariation
)
) Ekstrema
)

g) Krumningsforhold (springes over hvis du ikke har leert om krumningsfor-
hold endnu).

h) Vendetangenter (springes over hvis du ikke har lsert om vendetangenter
endnu).

Lgsning af trigonometriske ligninger

Vi mangler ikke sa meget, fgr vi kan lave ovenstaende funktionsundersggelse i
handen. Det kraever bare lidt viden om hvordan man lgser ligninger med trigono-
metriske funktioner. Sa lad os se pa nogle eksempler.

Vi vil Igse ligningen cos(z) = 0,6. Vi skal have fat i den omvendte funktion
til cosinus sa vi kan komme ind til x’et. Der er bare et problem. Cosinus har
ikke nogen omvendt funktion, fordi der findes flere z’er til hver cosinusveerdi.

Men vi kan dog finde et enkelt z som lgser ligningen med funktionen cos™*(z).
I GeoGebra hedder den acos(x):

= |=| v 5% () N x=

1 acos(0.6) $

~ 0.93
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Sa x = 0,93 er en lgsning til ligningen. Men der er flere, og for at finde dem, har
vi brug for en enhedscirkel:

Den rgde vinkel pa tegningen er den som GeoGebra har fundet. Men vi kan
se at der er en anden vinkel (den grgnne) med samme cosinusveerdi. Vi kan se
ud af symmetrien at den ma veere ligesa stor som den rgde, men med negativt
fortegn. Altsa har den veerdien z = —0,93. Vi har altsa i alt to lgsninger til
ligningen cos(z) = 0,6 nemlig.

x=093Vz=-093

MEN, vi er ikke faerdige. Der er godt nok ikke flere retningspunkter pa cirklen
som har en fgrstekoordinat pa 0,6, men for hver lgsning vi har fundet, kan vi
finde en ny lgsning ved at snurre en hel gang rundt i cirklen (sa lander vi jo i
samme retningspunkt). Snurre vi en enkelt gang rundt far vi lgsningerne

r=093+2r Ve =-093+ 27

Men vi kan snurre i begge veje og flere gange rundt, hvilket giver os vores
endelige lgsninger:

r=0934+p-2r V x=-0934+p- 27,

hvor p er et helt tal.
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Dvelse 6.3.3

Betragt ligningen cos(z) = 0,3
a) Tegn en enhedscirkel og marker en positiv lgsning til ligningen i cirklen.
b) Aflees en omtrentlig veerdi for lgsningen.

)
¢) Tjek din lgsning i GeoGebra. Hvad var lgsningen med to decimaler?
)

d) Ligningen har en til lgsning i intervallet [—m;0]. Marker denne lgsning i
enhedscirklen og bestem veaerdien.

e) Opskriv samtlige lgsninger til ligningen.

Dvelse 6.3.4

Betragt ligningen cos(z) = —0,4
a) Tegn en enhedscirkel og marker en positiv lgsning til ligningen.
b) Aflees en omtrentlig veerdi for lgsningen.

)
c) Tjek din lgsning i GeoGebra. Hvad var lgsningen med to decimaler?
)

d) Ligningen har en til lgsning i intervallet [—7; 7]. Marker denne lgsning i
enhedscirklen og bestem veerdien.

e) Opskriv samtlige lgsninger til ligningen.

Vi vil Igse ligningen sin(z) = 0,4. Vi bruger forst GeoGebra:

=|=|v % () x= x= § |

1 asin(0.4) X=
=~ 0.41

Sa x = 0,41 er en lgsning til ligningen. Vi tegner enhedscirkel
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Den rgde vinkel pa tegningen er den som GeoGebra har fundet (dvs. den er
0,41)., men vi kan se at der er en anden vinkel (den grgnne) med samme sinus-
veerdi. Denne vinkel far vi ved at sige

T —041 =273

Det er fordi vi gar en halv gang rundt i cirklen (7) og sa tilbage et stykke der
svarer til den rgde vinkel (0,41). Vi husker at sinus ogsé er periodisk med periode
2 -, sa vi far i alt Igsningerne.

r=041+p-2nVx =273+ p- 27,
hvor p er et helt tal.

Dvelse 6.3.5

Betragt ligningen sin(x) = 0,7
a) Tegn en enhedscirkel og marker en lgsning til ligningen i cirklen.
b) Aflees en omtrentlig veerdi for lgsningen.

)
c) Tjek din lgsning i GeoGebra. Hvad var lgsningen med to decimaler?
)

Ligningen har en til Igsning i intervallet [—m;7|. Marker denne lgsning i
enhedscirklen og bestem vaerdien.

e) Opskriv samtlige lgsninger til ligningen.

Vi vil lgse ligningen tan(z) = 4. Vi starter i GeoGebra:
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= |=|v %5 )N x=x= f [
1 atan(4)
~ 1.33

Vi ser at = 1,33 er en lgsning til ligningen. Vi laver nu en skitse af grafen for
tangens og indsaetter linjen y = 4

A
) ) ) ).

Vi ved allerede at tangens er periodisk med periode 7 og det fremgar af skitsen
at der ikke er andre lgsninger end dem vi far ved at ga et helt antal perioder ud
til begge sider. Altsa har vi alt lgsningerne.

r=133+p-m,

hvor p er et helt tal.

Dvelse 6.3.6
Lgs ligningerne
a) cos(z) =0,8
b) cos(x) = —0,4
¢) sin(z) = 0,6
) ) =
)

d
e) tan(z) =

sin(x
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Vi vil nu, ved beregning, finde nulpunkter for funktionen:
1
f(z) = 4sin <235 — 6) +2, x€[0;20]

Vi saetter f(x) = 0:
1
4sin<2x—6> +2=0

/1 1
sin <2x — 6) =3

Vi er noget dertil hvor vi gerne vil slippe af med vores sinus. Ligesom i de
ovenstaende eksempler, starter vi med at finde en enkelt lgsning ved hjeelp af

GeoGebra. Vi regner sin™! (—%) for at finde den vinkel som har en sinusveerdi

o 1.
pa —3:

Vi isolerer sinusdelen:

= ~ v
1 asin( >
dasin 5
~ —0.52

Vi ser at sin~! (—%) = —0,52. Men, det er ikke x vi har fundet. Der stod ikke

sin(z) i ligningen. Der stod sin (%x — 6). Sa det er %x — 6 der skal veere —0,52.
Vi har altsa.

! 6 0,52
—r — — —
2 Y

Ved at tegne i enhedscirklen som i de ovenstaende eksempler, finder vi samtlige
lgsninger ved.

1 1
§x—6:—0,52+p-27r V §x—6:77—(—0,52)—|—p-27r

Vi isolerer z i de to ligninger
r=10954+p-47 V x=1933+p- 47

Vi skal sa bare finde ud af hvilke af lgsninger der ligger inden for intervallet
[0; 20[. Vi starter med x = 10,95 traeekker vi 47 fra det ryger vi ud af intervallet.
Laegger vi 4w til ryger vi ogsa ud af intervallet. Vi prgver den anden lgsning
x = 19,33. Laegger vi 47 til ryger vi ud af intervallet, men trackker vi 47 fra, ja
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sa lander vi pa 6,76 og det er jo inden for intervallet. Kan vi traekke yderligere
47 fra? Nej sa ryger vi ud af intervallet. I alt har vi altsa lgsningerne:

r=6,76 VvV =109 V z=19,33,
hvilket er vores 3 nulpunkter.

Man kunne sige vi sngd en lille smule ved at bruge GeoGebra til at finde sin ! (—%),
men vi kan ikke regne den veerdi i handen. I gamle dage brugte man sinustabeller
til at sla tallet op. Den slags tabeller er selvfglgeligt forseldet og derfor er det helt

fint at bruge GeoGebra.

Dvelse 6.3.7
Lad f(z) =2cos(2z +1)—1 , —2<z<2

a) Bestem nulpunkter for f. Hvis du ikke kan finde ud af metoden for oven-
staende eksempel, sa kan du fa hjeelp fra GeoGebra.

Differentialregning og trigonometriske funktioner

Graferne for de trigonometriske funktioner er uden knaek og spring og derfor kan
de differentieres — jaja der er huller i definitionsmeengden for tangens, og i de
huller har tangens selvfglgelig ikke nogen differentialkvotient (klart, nar den ikke
defineret der).

Dvelse 6.3.8

Sla differentialkvotienterne for cosinus og sinus op i formelsamlingen og regn
fglgende differentialkvotienter.

a) f(x) = cos(x)

@velse 6.3.9 (Svaer)

a) Gennemfgr, ved beregning, funktionsundersggelsen for

f(z) = 4sin (;az —6) +2, x€[0;20]
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6.4 Beviser - Trigonometriske funktioner (gam-
mel ordning)

I dette afsnit vil vi gerne bevise at tangens er periodisk med periode 7. Til det
har vi brug for fglgende saetning.

Satning 6.4.1

For en vilkarlig vinkel x gaelder folgende overgangsformler:

1. cos(—x) = cos(z)

2. sin(—xz) = —sin(x)

3. cos(m —x) = — cos(x)

4. sin(m — z) = sin(z)
Bevis

Vi starter med vinklerne fra de to ferste formler:

Pa ovenstaende tegning ses vinklen x tegnet med rgd og vinklen —x tegnet med
gron. Det er tydeligt at de har samme cosinusveerdi, og at deres sinusveerdier er
lige store men med omvendt fortegn.

Lad os se pa vinklerne i de to sidste formler:
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Pa ovenstaende tegning ses vinklen x tegnet med rgd og vinklen m — z tegnet
med grgn. Vinklen m — z er selviglgelig tegnet ved at starte med en vinkel pa 7
og sa ga x baglaens. Det er tydeligt at de to vinkler har samme sinusveerdi, og
at deres cosinusvaerdier er lige store, men med omvendt fortegn.

Satning 6.4.2

Tangens er periodisk med periode 7.

Bevis

At tagens er periodiske med 7 betyder at den begynder at gentage sig selv, efter
vi er gaet m ud af r-aksen. Det ma veere det samme som at funktionsveerdien i
et vilkarligt x er den samme som funktionsveerdien i x + 7:
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Vi skal altsa vise at tan(z) = tan(z + ).

tan(x + ) = fm pr. definition af tangens
_ sin(m — (—x)) da 7 = —(—2)
cos(m — (—x))
= M overgangsformel 3 og 4
—cos(—x)

overgangsformel 1 og 2

= forkortet med —1

Vi har nu vist at tan(z) = tan(z + 7) og tangens er altsa periodisk med periode
.
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6.5 Trigonometriske funktioner i fysik (gammel
ordning)

Dele af fysikken kraever en forstaelse af trigonometriske funktioner. Her er det
ikke helt nok at kunne aflaese vaerdier i en enhedscirkel eller lgse en trigonometrisk
ligning. I dette afsnit vil vi bygge pa, sa vi er klar til de udfordringer, vi mgder
med trigonometriske funktioner i fysikken.

Beregning af sider og vinkler i retvinklede trekanter

I forbindelse med analyse af kreefter har vi brug for at regne sider og vinkler i
retvinklede trekanter. Fglgende sesetning burde veere kendt fra folkeskolen (méske
formuleret lidt anderledes).

Satning 6.5.1
Betragt den retvinklede trekant:

modstaende katete

hosliggende katete

Der geelder:
hosliggende katete
cos(v) =
hypotenusen
, modstaende katete
sin(v) =
hypotenusen
modstaende katete
tan(v

- hosliggende katete

Betragt trekanten
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30°

Vi vi beregne leengden af hypotenusen c. Vi finder en formel fra ssetning 6.5.1,
som indeholder de to stgrrelser vi kender (vinkel og modstaende katete)

modstaende katete

sin(v) =
(v) hypotenusen
Vi indsaetter vores oplysninger:

2
sin(30°) = —.
(30°) = -

Vi isolerer c: 5
C=——,
sin(30°)

og regner resultatet i GeoGebra/lommeregner:
c=4.
Laengden af hypotenusen er altsa 4.

@velse 6.5.1
Betragt den retvinklede trekant:

15°

a) Beregn sideleengden a

b) Beregn resten af siderne og vinklerne

Betragt trekanten:
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.

2

Vi vil bestemme v. Vi finder den formel som indeholder de stgrrelser vi har:

_ hosliggende katete

cos(v)

hypotenusen

Vi indsaetter 5

cos(v) = 7
og regner

cos(v) = 0,5,
og isolerer v:

v = cos 1(0,5),
og far:
v = 60°,

og det passer da meget godt med tegningen.
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Dvelse 6.5.2
Betragt trekanten:

a) Bestem vinklen v

b) Bestem resten af vinklerne og siderne i trekanten.

Harmoniske svingninger

I fysik bruges harmoniske svingninger til at beskrive bglger.

Definition 6.5.1

En harmonisk svingning er en funktion pa formen
f(z) =a-sin(bx + ¢)

hvor:

a er et positivt tal som kaldes amplituden

b er et positivt tal som kaldes vinkelfrekvensen,

c et tal som kaldes faseforskydningen.
Grafen for harmonisk svingning ligner grafen for sinus, borset fra den er struk-

ket /sammenpresset i vandret og/eller lodret regning. Hvordan grafen bliver forskudt /strukke
athaenger af veerdien af konstanterne i definitionen.
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Amplitude

Amplituden er konstanten a i den harmoniske svingning f(x) = a - sin(bx + ¢). Vi
husker at sinus er andenkoordinaten til retningspunktet pa enhedscirklen. Derfor
vil sinus svinge mellem —1 og 1. Nar vi sa ganger med a, kommer funktionsveerdi-
erne til at svinge mellem —a og a. S& amplituden a viser altsa, hvor meget grafen
er strukket i lodret retning.

Betragt grafen for f(z) =3 -sin(2x + 1):

Y
3 4

—3 4

Amplituden for f er 3, sa vi forventer at grafen svinger mellem —3 og 3 pa
y-aksen. Vi ser det passer med grafen.

@velse 6.5.3
Lad f(z) =7 -sin(bx — 2)

a) Bestem ud fra forskriften definitionsmeengden for f.

b) Bestem ud fra forskriften veerdimeengden for f.

I forbindelse med bglger vil amplituden afggre, hvor meget energi der er i bglgen.
Hgj amplitude betyder meget energi.

Vinkelfrekvens

Vinkelfrekvensen er konstanten b i den harmoniske svingning:

f(z) = a-sin(bx + ¢).
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Vinkelfrekvensen afggr hvor hurtigt funktionen svinger. Det vil vi forklare med
udgangspunkt i funktionerne:

f(x) =sin(z) og g(z)=sin(2z)

Vi vil se pd de to funktioners funktionsveerdi, nar x = 7. Vi tegner to enhedscirkler.
En med vinklen x og en med vinklen 2x:

1 1
0,74 ----- \255
1 Jl
f(z) =sin(z) = 0,71 g(x) =sin(2x) =1

Vi ser, at g bevaeger sig dobbelt sa hurtigt rundt i enhedscirklen som f. Grafen for
g former sig derfor som grafen for f bare dobbelt sa hurtigt. S& mens perioden for
f er 2w, er perioden for g kun 7. Graferne kommer altsa til at se saledes ud:

147 /

Perioden kan bestemmes ud fra vinkelfrekvensen b ved fglgende formel (som vi
beviser i ekstraafsnittet):

T=2"
b

Antag at perioden for en trigonometrisk funktion er 87. Vi vi bestemme vinkel-

frekvensen. Vi har
o

T :
b
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Vi isolerer b

b:T,

og indsaetter perioden
- 2r 1
81 4
1

Vi konkluderer at vinkelfrekvensen er 1

Dvelse 6.5.4

Betragt den harmoniske svingning:

9 1Y

a) Bestem amplituden

b) Bestem perioden

¢) Beregn vinkelfrekvensen

Vaer opmaerksom pa at i fysik optraeder der ogsa begrebet frekvens som betegnes
med f. Det er noget andet end vinkelfrekvens. Man snakker om frekvens, nar man
har tid ud af z-aksen. Her er viser frekvensen antallet af svingninger (perioder) pa
1 sekund, og den kan beregnes ud fra perioden ved:

1
=7

@velse 6.5.5 (Svaer)
Frekvensen f er antallet af svingninger pa 1 sekund.

a) Argumenter for at f kan bestemmes ved formlen f = %
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@velse 6.5.6 (Sveer)
Frekvensen kan beregnes ud fra vinkelfrekvensen b. Formlen er:
b
=5

a) Bevis formlen. VINK: Du far brug for at inddrage formlen for vinkelfre-
kvens: T' = 2{

Faseforskydningen

Faseforskydningen er konstanten ¢ i den harmoniske svingning;:
f(z) =a-sin(bx + ¢).

Faseforskydningen forskyder grafen i vandret retning. Men forskydningen athaenger
ikke kun af c. Den afhsenger ogsa af b. Grafen forskydes nemlig med 7 til venstre.
Hvis ¢ < 0, far vi en negativ forskydning til venstre, hvilket selvfglgelig svarer
til en positiv forskydning til hgjre. Sa hvis f.eks. ¢ = 7 og b = 2 vil grafen blive
forskudt med ; = § til venstre — altsa i forhold til hvis ¢ var nul.

Y

7T
2

1 - < 9
m

Grafer for f(x) = sin(2z) og g(x) = sin(2x + 7).

Hvis ¢ er negativ bliver grafen forskudt til hgjre:
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Grafer for f(x) = sin(x) og g(x) = sin(z — 1).

Leeg meerke til at nar faseforskydningen er nul, sa gar grafen igennem (0,0) og
starter med at vaere voksende, sa det er udgangspunktet, nar vi skal finde ud af
hvor meget grafen er forskudt.

Betragt den harmoniske svingning:

A RVaN
AR,

Vi vil bestemme faseforskydningen. Vi skal forst bestemme b. Den kan vi finde
ud fra perioden. Vi afleser perioden til at veere 27. Vi ved ved at perioden er
givet ved:

2T
b
Vi indseetter T' = 27 og isolere b: Det giver:

T:

b=1
Vi er nu klar til at finde faseforskydningen c. Vi tegner nu den samme harmoniske

svingning ind, men denne gang forskyder vi den sa den starter med at veere
voksende igennem (0, 0)
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fﬂy
VAV

Vi kan se at den bla graf er forskudt med 7 til hgjre i forhold til den rgde. Dvs.
at

v

c
b 4
Laeg meerke til det negative fortegn. Det er fordi det er en forskydning til hgjre.
Vi har allerede bestemt b = 1:

hvilket ma betyde at ¢ = —7.

Dvelse 6.5.7

Betragt grafen for en harmonisk svingning f(x) = a - sin(bx + ¢).

494y f

a) Bestem amplituden

Beregn vinkelfrekvensen

)
b) Bestem perioden
c)

)

d) Bestem faseforskydningen
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Dvelse 6.5.8

Harmoniske funktioner kan ogsa defineres ved:
f(x) =a-sin(bx +c) +d
Vi ser at der i denne definition er lagt en konstant d til. Denne konstant kaldes

forskydningsaksen.

a) Forklar betydningen af konstanten d. Hvis du er i tvivl om, hvordan du skal
afggre det, sa husk pa hvad der normalt sker med grafen for en funktion,
nar man lsegger en konstant til.

b) Aflaes veerdien af d pa grafen:

¢) Bestem perioden.

d) Bestem resten af konstanterne i forskriften.

e) Bestem frekvensen

Ekstra
Uledning af formler for vinkler og sider i retvinklede trekanter

Man kan undre sig over, hvor saetning 6.5.1 kommer fra. De trigonometriske funk-
tioner er jo defineret ud fra enhedscirklen og hvad har det med retvinklede tre-
kanter at ggre? Lad os se pa det. Fgrst har vi brug for en seetning for ensvinklede
trekanter:
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Satning 6.5.2

Lad der veere givet to ensvinklede trekanter:

Da galder:
ai az ar  az b1

by
by by 7 C1 C2 ’ C1 C2

Vi vil ikke bevise saetningen, men den burde ikke vaere sa overraskende.

Vi vil nu bevise pastanden:

hosliggende katete
cos(v) =

hypotenusen

Vi starter med en enhedscirkel og en retvinklet trekant:

Vi flytter trekanten ind i enhedscirklen som vist her:

216



Ud fra retningspunktet for v tegner vi endnu en trekant

Yy

N

Vi har nu to ensvinklede trekanter. Da det gverste hgjre hjgrne i den réde trekant
er retningspunktet, ma trekantens kateter have hhv. leengderne cos(v) og sin(v).

Hypotenusen i den rgde trekant ma veere 1, da det jo er radius i enhedscirklen. Sa
de to trekanter ser saledes ud.
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modstaende katete

e
sin(v)

hosliggende katete

cos(v)

Da de to trekanter er ensvinklede kan vi bruge saetning 6.5.1. Vi far

cos(v)  hosliggende katete
1 hypotenusen

Vi reducerer og far den gnskede formel

(v) hosliggende katete
cos(v) =
hypotenusen

@velse 6.5.9
Bevis formlerne (fremgangsmaden er tilsvarende den du lige har set.):

: __ modstaende katete
a) sm(v) T hypotenusen

__ modstaende katete
b) tan(v) " hosliggende katete

Sammenhaeng mellem periode og vinkelfrekvens
Man kan regne perioden ud fra vinkelfrekvensen med formlen

_27T

b

Vi vil nu udlede denne formel. Vi har den harmoniske svingning

T

f(z) = a-sin(bx + ¢)
Perioden er den (mindste) konstant 7" som opfylder:
flx)=flz+T)
Vi indsaetter forskriften for f:
a-sin(br +c¢) =a-sin(b(x +7T) + ¢)
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Vi regner parentesen inde i sinus pa hgjresiden:
a-sin(bx + ¢) = a - sin(bz + bT + ¢)

Vi kan se at der star det samme pa begge sider bortset fra stgrrelsen 67", som er
lagt til inde i sinus funktionen pa hgjresiden. Da sinus er periodisk med 27, skal

denne stgrrelse give 27 fgr at vi far det samme pa begge sider af lighedstegnet.
Dvs.

bT = 27
Vi deler med b:
ro 2
b

Faseforskydning

Faseforskydningen forskyder grafen langs x-aksen. Mere praecist: Grafen for funk-
tionen f(x) = a - sin(bz + ¢) fremkommer ud fra grafen for g(x) = a - sin(bzx) ved
at forskyde g med 7 til venstre, hvis ¢ > 0. Vi vil nu vise dette. Vi starter med en
illustration af pastanden:

SO

Tegning viser at f er opstaet ud fra g ved en vandret forskydning til venstre med 7,
hvis f opfylder f(z —7) = f(x). Sa vi skal altsa eftervise at f(z —7) = f(z).

b(x — f) + ¢)

=a- nb;z:—chc)

sin(

= a - sin(bxr — b +¢)
(
sin(bx)



Sa jo, den var god nok. Grafen for f er opstaet ud fra grafen for g ved at forskyde
g med 7 til venstre.

Dvelse 6.5.10 (Svzer)

I ovenstaende har vi taget udgangspunkt i en positiv faseforskydning, nar vi
tegnede grafen for f.

a) Hvordan kunne tegningen se ud, hvis ¢ er negativ?

220



Kapitel 7

Vektorer

Vektorer pa HHX er det som ogsd gar under navnet euklidiske vektorer og det
handler om at regne med "pile”. Altsa sadan nogle:

Nl

Man kan undrer sig over at den slags geometrisk pjat skulle veere interessant for en
HHX’er, men euklidiske vektorer viser sig at veere indgangen til et mere generelt
vektorbegreb, som ikke er udelukkende geometrisk, og som er meget anvende-
ligt. Vi holder os til det geometriske — som i gvrigt ogsa er ganske anvendeligt

(i naturvidenskab).
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7.1 Introduktion til vektorer
Definition 7.1.1

En wvektor er en stgrrelse, som har bade en leengde og en retning. En vektor
tegnes som en pil, hvor pilens retning er vektorens retning, og pilens laengde er

vektorens laengde.
/

Vektoren pa tegningen laeses "vektor a”. Der findes en szerlig vektor som har en
leengde pa nul, men ikke nogen retning. Den kaldes nulvektoren, betegnes med
0 og tegnes som en prik:

0

En vektor som ikke er nulvektoren kaldes en egentlig vektor.

Leengen af @ betegnes med |d|.

Vi tegner nogle gange vektorer ind i koordinatsystemer.

Yy

~

—

~

Her kunne det godt se ud som jeg har tegnet to forskellige vektorer, men fordi a
og b har samme storrelse og retning, sa er de ens. Altsa a = b. Man siger at de to
pile er to forskellige representanter for den samme vektor.
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Dvelse 7.1.1

Betragt vektorerne

X

g

~
s
¢

€

~
1d
~L

a) Hvor mange forskellige vektorer er der?

Regning med vektorer

Lad os se pa hvordan vi regner med vektorer. Vi starter med addition.

Definition 7.1.2

Lad @ og b veere to vektorer. Vi definere summen @ + b som den vektor man
far, ndr man tegner b i forleengelse af @ og tegner en pil fra begyndelsen af a til

slutningen af b.

L
S

ST
+
S

AN
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Dvelse 7.1.2

Betragt vektorerne

/@:
O
VY

Tegn vektorerne

a) d+b
b) @a+¢c
c) b+¢

Har man en vektor, kan man danne en ny vektor ved at putte et minus pa. Mere
praecist har vi:

Definition 7.1.3

Lad a veere en vektorer. Vi definere —a som den vektor som har samme laengde

men modsat retning som a
7 V
/

Nar vi nu har negative vektorer er der en oplagt made at definere subtraktion.

Dvelse 7.1.3

Her er en vektor:

a) Tegn —d.

224



Definition 7.1.4

Lad a@ og b veere to vektorer. Vi definerer @ — b ved

QL

Dvelse 7.1.4

Betragt vektorerne

¢

a
—>

Tegn vektorerne

a) @—b
b) b—a
¢)b—¢
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Dvelse 7.1.5

Betragt vektorerne a og b:

Man kan argumentere for at a — b gar fra spidsen af b til spidsen af @ som vist
her:

a) Forklar hvorfor @ — b gar fra spidsen af b til spidsen af a
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Dvelse 7.1.6

Nogle bgger definere sum og differens af to vektorer lidt anderledes. Givet to
vektorer
\

sa defineres a + b og a — b som diagonalerne i det parallelogram som udspaendes
af @ og b som vist her:

S

S

a

a) Gor rede for at denne definition giver samme vektor som definitionen fra
her pa mathhx.

Det var plus og minus, sa& mangler vi bare gange og dividere, right? Nej man
kan ikke gange eller dividere to vektorer. Men man kan gange en vektor med et
tal.

Definition 7.1.5

Lad a veere en vektorer og t veere et tal. Vi definere ta som den vektor som
har samme retning men er ¢ gange sa lang som a. Er ¢ negativ, sa er ta modsat
rettet d.

cz/‘ ta ta

For t =2 For t = -2
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QDvelse 7.1.7

Her er en vektor:

a
e

a) Tegn vektoren —3-a

Vi har brug for nogle regneregler for at ggre det nemmere at regne mere kompli-
cerede udtryk.

Satning 7.1.1

Der geaelder fglgende regnregler for vektorer

l.a+(b+8)=(@+b)+¢

2. d+b=b+ad
3.i+0=a

4. d—da=0

5. s(ta) = (st)d

6. 1d=ad

7. 4@ +b) =td+th
8. (s+t)d=sd+ta

Regnereglerne afspejler dem som vi kender for de reelle tal, og vi bruger seetningen
til at sikre os at vi kan regne med vektorer som om de var tal — altsa lige bortset
fra at der ikke findes multiplikation/division mellem vektorer.
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Dvelse 7.1.8

Betragt vektorerne

ol

a
—_

Reducer og tegn fglgende vektorer

@velse 7.1.9
Forklar felgende begreber:
a) Vektor
b) Nulvektor
c) Egentlig vektor
)

Repraesentant for en vektor.

7.2 Koordinater for vektorer

Indtil videre har der vaeret en masse tegning og ikke sa meget regning. Det skal
der laves om pa. Men skal vi regne med vektorer er vi ngdt til at beskrive dem pa

en made sa man kan regne pa dem. Det gor vi med koordinater.
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Definition 7.2.1

En vektor a tildeles koordinater som vist pa tegningen:

Pa tegningen er a; og as positive. De kan ogsa vaere negative, sa gar vi bare i
den modsatte retning.

ai
Vi skriver @ = ( )

as

Betragt vektorerne

a /
E— 5
C

Vi afleeser at

Dvelse 7.2.1

Betragt vektorerne:

o) () ]

a) Tegn vektorerne.

Regning med koordinater fungerer helt som forventet:
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Satning 7.2.1

Lad
a o b
i=| og b= !
a9 bz
Sa er
o a;+ b o a; — b t-a
avb=| " |, a-bv=|" " og ta=|
a2+b2 CLQ—bQ t a2
Dvelse 7.2.2

Betragt vektorerne:

Vektorer mellem punkter
Har vi to punkter A og B kan vi danne den vektor som gar fra det ene punkt til

det andet
B

2
A

Selvom vi omtaler 1@ som vektoren fra A til B, sa husker vi, at en vektor ikke

ligger noget bestemt sted. Vi kan ogsa tegne AB som:
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A’ﬂ/’

Selvom denne pil ikke gar fra A til B har den samme lsengde og retning og derfor
er det den samme vektor som fgr. Vi kan regne koordinater til 1@ med saetnin-
gen:

Satning 7.2.2

Lad
A= (x17y1)7 0g B = (1’2,3/2)

Sa er

Y2 — Y1

()

Har vi et punkt A = (¢, ¥0), sa& har vi et seerlig navn til vektoren som gar fra
origo (altsa punktet O = (0,0)) til A. Den hedder stedvektoren til A og betegnes

OA.

A(ZUO, yo)

X

Ikke overraskende har stedvektoren til A samme koordinater som punktet A Det
kan vi tjekke med saetning 7.2.2:

O—}l: 513()—0 _ i)
Yo — 0 Yo
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Dvelse 7.2.3

Lad A= (2,—1) og B =(3,1). Bestem
a) AB
b) BA
c) Stedvektoren til A

Laengden af en vektor

Leengden af en vektor @ betegnes med |al.

Satning 7.2.3

a
Lad a = ( 1) veere en vektor. Sa er leengden af @ givet ved:
a2

d| = yai? + a?

QDvelse 7.2.4

a) Bestem

)

5)
a) Lad d = ( ) Bestem as sa |d| = 13
a2

Dvelse 7.2.5
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Dvelse 7.2.6

Betragt vektorerne:

a
E—

oL

a) Bestem laengden af .

b) Bestem lengden af b.

c) Bestem leengden af ¢.

7.3 Skalarprodukt og vinkel mellem vektorer

Man kan regne med vektorer som om det var tal — lige bortset fra at man ikke kan
gange eller dividere to vektorer. I dette afsnit skal vi se pa en operation mellem
vektorer som minder lidt om at gange, men sa alligevel ikke.

Definition 7.3.1

Hvis

Sa er skalarproduktet a - b givet ved

a- g: a1by + asbs

Skalarproduktet @ - b laeses “vektor a prik vektor b”. S& ikke noget med gange.
Prik. Man har det med at komme til at sige gange. Sa prik. Ikke gange. Prik. Vi
bemeerker at skalarproduktet er et tal — ikke en vektor. Skalarproduktet kaldes

ogsa prikproduktet.
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Dvelse 7.3.1
Lad

a) Regn skalarproduktet @ - b

QDvelse 7.3.2
Lad

a) Bestem ay s @-b =0
Der geelder fglgende regneregler for skalarproduktet.

Satning 7.3.1
Lad a, gog ¢ veere tre vektorer og lad t € R. Sa geelder:

2. (t@)-b=t(d-b)
3.d-(b+d)=a-b+ad-¢
4. G-a=|a]

@Dvelse 7.3.3

Reducer:
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@velse 7.3.4 (Sveer)

For to vektorer a og b geelder:

@ —b)>=a>+p)>—2-a-b

a) Bevis pastanden (brug regnereglerne, som du brugte i sidste gvelse ogsa).

Sa, skalarproduktet mellem to vektorer er altsa et tal. Men hvad forteeller det tal
sa om de to vektorer? Fortolkningen af skalarproduktet har noget at ggre med
vinklen mellem de to vektorer.

Vinklen mellem to vektorer

Antag at vi har to vektorer @ og b:

‘\C_L’ V
Sa er vinklen mellem dem den vinkel man far, nar man seetter de to vektorer sa
de har samme begyndelsespunkt som her:

a

—

b

Vinklen mellem to vektorer er den vinkel som ligger mellem 0° og 180°. Sa det er
ikke ligesom i enhedscirklen hvor man kan ga i begge retninger og snurre flere gange
rundt. Nar v = 0 har vektorerne samme retning og vi siger at de er ensrettede.
Hvis v = 90° star vektorerne vinkelret pa hinanden og vi siger at de er ortogonale.
Hvis v = 180°, sa peger vektorerne i modsat regning og vi siger at de er modsat
rettede (surprise). Hvis vektorerne er enten ensrettede eller modsat rettede siges
de ogsa at veere parallelle
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@velse 7.3.5
Tegn to vektorer a og b som er:
a) ensrettede

b

ortogonale

)
¢) modsat rettede
)

d) parallelle, men ikke ensrettede.

Folgende seetning kan ggre os klogere pa, hvad skalarproduktet viser.

Saetning 7.3.2

Lad a@ og b veere to egentlige vektorer og lad v veere vinklen mellem de to

vektorer. Sa er B B
a-b=|dallb| cos(v)

Vi graver en enhedscirkel frem sa vi kan huske hvordan det er med cosinus:

—_

Lad os se pa nogle konkrete situationer. Vi starter med den situation hvor v = 0.
Det er den nar vektorerne er ensrettede. Ud fra enhedscirklen ser vi at cos(0°) = 1.
Sa

@ - b= |al|b| cos(v) = |af|b[ - 1 = |a]|b]

Sa nar vi har ensrettede vektorer, sa er skalarproduktet altsa bare de to vektorers
leengder ganget sammen. Hvis vi nu lader v vokse, kan vi se pa enhedscirklen at
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cos(v) bliver mindre. Dvs. skalarproduktet ma blive mindre. Nar vi kommer pa pa
v = 90° er cos(v) = 0 og derfor bliver

@-b=|al|b| cos(v) = |d||b] -0 =0

Sa ortogonale vektorer har et skalarprodukt pa 0. Lader vi vinklen komme over
90° kommer cos(v) under 0 og skalarproduktet begynder dermed at blive negativt
og jo sterre v bliver jo mindre bliver skalarproduktet. Nar vinklen nar helt op pa
180° er vektorerne modsat rettede og skalarproduktet bliver:

@ - b= |al|b| cos(v) = |a]|b] - (=1) = —Ia]|b]

Sa skalarproduktet er altsa produktet af lseengderne ganget med en faktor som
udtrykker i hvilken grad de to vektorer peger i samme regning. Denne faktor
er 1 nar de har samme retning, —1 nar de er modsat rettede og ellers et sted
imellem.

Dvelse 7.3.6

Antag at vi har to vektorer @ og b som opfylder at la| = 2, |5\ = 3 og vinklen
mellem @ og b er 60°.

a) Bestem @ - b.

Dvelse 7.3.7
Antag at vi har to vektorer @ og b som opfylder at |@| = 5, [b| = 1 og @-b = 1.

a) Bestem vinklen mellem @ og b.

f) <<l

a) Bestem vinklen mellem vektorerne

Dvelse 7.3.8

Betragt vektorerne:

VINK: Start med regn leengderne og skalarproduktet inden du taenker pa vink-
len.

Ekstra

I dette afsnit vil vi se pa hvordan vi kan blive endnu mere praecise i vores forklaring
af betydningen af skalarproduktet.
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Antag at vi har to vektorer a og g, hvor vinklen mellem dem er under 90°:

a

Vi indtegner nu en vektor I;d kaldet vektor b’s projektion pa vektor a ved at ga fra
b’s slutpunkt til vinkelret ned pa a som vist her:

ST

Vi vil nu vise at skalarproduktet er givet ved
a-b=|a||bal

Pa tegningen kan vi se en trekant med siderne 5, I;d og den stiplede linje. Vi husker
fra folkeskolen at

bal
cos(v) = =
0]
Ganger vi med |b| p& begge sider far vi:
[ba] = [B] cos(v)

Altsa



Sa hvis v < 90° er skalarproduktet altsa leengden af den fgrste vektor ganget
med lengden af den andens vektors projektion pa den fgrste. Nar v > 90° ser
projektionen saledes ud:

St

Ved at tilpasse ovenstaende argumenter kan man vise at der i dette tilfeelde geel-
der:

@5 = —al|bal.

Sa her er skalarproduktet altsa minus laeengden af den fgrste vektor gange leengden
af den andens vektors projektion pa den fgrst.

Dvelse 7.3.9 (Svaer)

a) Vis at hvis v > 90°, sa er

—

@5 = —dl[bal.

VINK: Du far brug for formlen cos(180° — v) = —cos(v) (hvorfor er den rig-

tigt?)
ab

Dvelse 7.3.10

Tegn vektorerne

a) Regn skalarproduktet @ - b ud fra formlen — |d@||bs| og din tegning
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Dvelse 7.3.11

Tegn vektorerne

a) Kom med et ca. bud pa skalarproduktet @ - b ved hjeelp af afleesning pa
din tegning og formlen @ - b = —|al|bz|.

7.4 'Tveervektor og arealer

Vektoren @ laeses vektor a hat eller tvervektor a

Definition 7.4.1

For en vektor

Qy
I

defineres dens tvervektor a ved

QP

Dvelse 7.4.1
Lad

a) Bestem @
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QDvelse 7.4.2

Q>
S

a) Bevisat b-ad = —

VINK: Lad

o b
a= “ og b= !
a2 by

og regn b-a og —G- l;og tjek at det giver det samme.

Betydningen af tvaervektoren fremgar af fglgende saetning

Satning 7.4.1

For en egentlig vektor @ fremkommer a ved at rotere @ med 90° mod uret.

QP
ST!

Dvelse 7.4.3

Betragt vektoren

ST

a) Brug seetning 7.4.1 til at tegne a.

Areal af parallelogram udspandt af to vektorer

Vi skal nu se hvordan man kan bestemme arealet A af det parallelogram som
udspaendes af to vektorer:
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S

Saetning 7.4.2

Lad @ og b vaere to egentlige vektorer. Da er arealet A af parallelogrammet

udspeendt af @ og b givet ved .

() [}

a) Bestem arealet A af parallelogrammet udspeendt af @ og b.

Q>

A=

Dvelse 7.4.4
Lad

Man kan ogsa snakke om arealet af trekanten udspsendt af @ og b. Det er altsd
arealet A:

ST

Satning 7.4.3

Lad a og b vaere to egentlige vektorer. Da er arealet A af trekanten udspeendt
af @ og b givet ved

1/\ —
A=—|d b
5la -0l
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Dvelse 7.4.5
Lad

) <=

a) Bestem A arealet af trekanten udspeendt af @ og b.

Dvelse 7.4.6
a) Bevis seetning 7.4.3 ud fra seetning 7.4.2.

7.5 Beviser - Vektorer

Satning 7.3.1
Lad a, 5og ¢ veere tre vektorer og lad t € R. Sa geelder:

.a-b=b-a

R
ST

Bevis

Vi far brug for at regne pa vektorernes koordinater sa lad

. al - bl N Cl
a = 5 b = Og C =
a9 bg (6)

Vi beviser den fgrste regel, nemlig at a - b=b-ad. Vibeviser reglen ved at regne
hver side af lighedstegnet for sig, og sa sammenligne resultaterne.

by
. = a1b1 + asay
by

a1
. = b1a1 + b2a2
az
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Vi kan se at de to sider er ens. Se nedenstaende gvelse for resten af beviset.

I de fglgende @velser skal du bevise resten af seetning 7.3.1. Du kan bruge samme
fremgangsmade som i beviset for den 1. regneregel.

@velse 7.5.1

a) Bevis den 2. regneregel i seetning 7.3.1.

Dvelse 7.5.2

a) Bevis den 3. regneregel i s@etning 7.3.1.

Dvelse 7.5.3

a) Bevis den 4. regneregel i seetning 7.3.1.

I det naeste bevis skal vi bruge en resultat for trekanter kaldet cosinusrelationerne.
Hvis vi har en vilkarlig trekant:

sa geelder

a?=b"+c*—2-b-c-cos(A)

Det hedder cosinusrelationerne, fordi vi kan skrive tilsvarende ligninger op for de
andre sider. Vi vil ikke bevise cosinusrelationerne, sa vi ma habe de er rigtige.

Satning 7.3.2

Lad @ og b vaere to egentlige vektorer og lad v veere vinklen mellem de to

vektorer. Sa er . B
d-b=|al|b| cos(v)

Bevis

Vi starter med at tegne a og gog a—b:
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Vi regner nu |@ — b|? med to metoder.

Forste metode: Vi bruger regnereglen: @ - @ = |a|>.

@ —b]> = (@—b)- (@~ b)
i-di—ab—b-a+b-b
i-a+b-b—2-a-b

— @+ -2-a-b

Anden metode: Vi bruger cosinusrelationerne:

@ —bl* = |a@* + [b]* — 2| - b] - cos(v)

De to rgde resultater fra de to metoder er begge lig med |d@ — 5\2, derfor ma de

vaere ens:
j@* + b* —2- |a] - |b] - cos(v)

a?+ o> —2-a-b

Vi trackker |@]? og |b]? fra pa begge sider

—2.3-b=—2-1d| - |b] - cos(v)

og dividerer med —2 pa begge sider

@ -b=1al-|b|-cos(v)

og det var det vi ville vise.
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Satning 7.4.2

Lad @ og b veere to egentlige vektorer. Da er arealet A af parallelogrammet

udspeendt af @ og b givet ved L
A=|a-b

Bevis

Vi skal bestemme arealet A her:

SH

Arealet af et parallelogram er givet ved grundlinje gange med hgjde. Vi indtegner
derfor hgjden h pa tegningen:

Som skrevet, arealet er givet ved grundlinje gange hgjde. Grundlinjen ma veere
|d| sa

A=ld-h
Vi vil nu finde et udtryk for hgjden. Til det formal indtegner vi et vandret-
linjestykke fra gverste venstre hjgrne af parallelogrammet ind til tvaervektoren.
Vi far sa en trekant som jeg har markeret med rgd. Vi tegner ogsa a og vinklen
mellem @ og b.
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QP

S

QL

Hgjden h kan vi bestemme med lidt folkeskolematematik. Vi husker, at i en
retvinklet trekant, er cosinus til en vinkel lig med hosliggende katete delt med
hypotenusen, sa

h
cos(v) = —
0]
og der med er .
h = |b| - cos(v).

Vi kan nu indseette dette udtryk for hgjden i formlen for arealet
A=1a| - |b| - cos(v)

Det ligner jo fuldsteendigt et skalarprodukt, men det er det ikke. Vinklen v er
nemlig ikke vinklen mellem @ og b. Vi udskifter nu |@| med |@|. Det kan vi da
vi ved at @ fremkommer ved en rotation af @ og derfor ma de to vektorer veere
lige lange.

A=1a| - |b] - cos(v)
Nu kan vi omskrive det til et skalarprodukt. Vinklen v er nemlig vinklen mellem
a og l;, sa vi kan bruge saetning 7.3.2:

b

QP

A:

Vi skulle egenligt vise at A = ‘3 : 5\, men ud fra vores bevis kunne det godt se
ud som om, det ikke er ngdvendigt at tage den nummeriske veerdi. Det er lidt
en snyder. Problemet er, at vi er kommet til at antage noget om vektorernes
placering da vi lavede vores tegning. Vi kan se at vores tegning kun kan lade
sig ggre, nar vinklen mellem @ og b liger mellem 0 og 90°. Sa lad os se hvad der
sker nar vinklen er stgrre end 90°:
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a
Vi laver nu den tilsvarende konstruktion:
A
a
> hooth
b v i
1 - >

a

Det viser sig at vi kan opskrive praecis de samme ligninger som for (tjek det).
Sa ogsa her er A = @ - b. Vi har nu daekket alle muligheder for vinklen mellem
a og 5, men ud over vinklen er der ogsa noget andet som ville give problemer
med tegningen. Hvad hvis nu at der var byttet rund pa @ og b som her:

S

b
Vi kan veere snedige at bruge det vi allerede har vist, bare hvor vi har byttet

rundt pé @ og b. Altsd A = b-a. Man kan vise (se gvelse 7.4.2) at b-@ = —a - b,
sa i alt giver det:

—

A=b-d=—-3a-b

Sa alt efter vektorernes relative placering har vi altsa

A=3a-b eller A=—d-b
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Vi tager nu den nummeriske veerdi pa begge sider i de to ligninger
Al =|d-b eller |Al=]|—a-b|
Da A er et areal er det et positivt tal, sd |A] = A. Vi far altsa
A=1a-b| eller A=|a-b
Men det er jo bare det samme som at sige:

.5|

QP

A=
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Kapitel 8

Trigonometriske
funktioner

Maske har du leert om sinus, cosinus og tangens i grundskolen? De tre funktioner er
eksempler pa trigonometriske funktioner, og dette kapitel omhandler netop disse
funktioner. I grundskolen bruger man trigonometriske funktioner til at regne pa
trekanter, men pa HHX er vi mest interesseret i dem, fordi vi kan bruge dem til at
beskrive periodiske faenomener. Det kan f.eks. vaere forbindelse med en virksomhed,
som salger en saesonbetonet vare. Her kan de trigonometriske funktioner bruges
til at modellere, hvordan virksomhedens omsaetning fglger arets maneder.

8.1 Enhedscirklen

En enhedscirkel er en cirkel i et koordinatsystem med centrum i (0,0) og radius
r=1:
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Dvelse 8.1.1

a) Hvad er en enhedscirkel?
Vi far brug for at kende omkredsen af enhedscirklen. Den er 27.

Dvelse 8.1.2

a) Argumenter at omkredsen af enhedscirklen er 27.

Vinkler i enhedscirklen

Har man en vinkel v, tegner man den ind i enhedscirklen som vist her:

Yy

@velse 8.1.3
Find papir og blyant frem.
a) Tegn en enhedscirkel.

b) Tegn vinklen v = 135° ind i enhedscirklen, og inden du siger: ”Jeg har
jo ikke nogen vinkelmaler med”, sa siger jeg: "Det er ikke ngdvendigt, du
kan godt ggre det preaecist nok uden”.

Negative vinkler

Vi er vandt til vinkler er positive. Vinkler er jo noget, vi maler med vores vinkel-
maler, right? Men man kan faktisk godt have negative vinkler. Har vi en vinkel
pa v = —45°, betyder det at den skal se ud som en vinkel pa 45°, men at den skal
"rotere den anden vej” i enhedscirklen som vist her:
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d\

Man kunne taenke at en vinkel pa —45° er det samme som en vinkel pa 315° som
vist her:

s\
/

Selvom vinklernes ben ligger samme sted i de to enhedscirkler, kan vi se at den
sorte buede pil der markerer rotationen er forskellig for de to vinkler. Spgrger
man mig, ja sa vil jeg hellere roteres med —45° end 315°, da 315° ville ggre mig
helt rundtosset (det er et stgrre rotation). De to vinkler har dog en noget til
feelles. De skaerer enhedscirklen i det samme punkt, og netop skeeringspunktet
med enhedscirklen kommer vi til at interessere os for senere.

@velse 8.1.4
a) Tegn vinklen pa —180° ind i en enhedscirkel.

Retningspunkter

Nar man tegner en vinkel ind i enhedscirklen, ligger man altid vinklens ene ben
langs x-aksen. Det punkt hvor vinklens andet ben skeerer cirklen kaldes retnings-
punktet. Hedder vinklen v, betegner vi retningspunktet med R,,.
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@velse 8.1.5
Bestem koordinaterne til retningspunkterne for fglgende vinkler.
a) v=90°
b) v = 180°
c) v =270°
d) v=0°
e) v=—-90°

Vinkler malt i radianer

I stedet for at male vinkler i grader, kan man male dem i noget som hedder
radianer. Nar man maler en vinkel i radianer, maler man laengden langs cirklens
periferi (kant) som vist her:

Vinklen v malt i radianer er altsa leengden af den grgnne bue. Stgrrelsen pa en
vinkel malt i radianer kaldes radiantallet.
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Vi vil nu bestemme radiantallet for vinklen ovenover Da der er 27 hele vejen
rundt og vi kan se at den grgnne bue fylder < af cirklen, ma vinklen v veere

2w = 7. Altsa v = 7.
Laeg meerke til der ikke er nogen enhed pa. Det er den made vi kan se forskel
pa grader og radianer. Star der v = 20, betyder det 20 radianer, mens v = 20°
betyder 20 grader.

Vil man finde radiantallet for negative vinkler, fungerer det helt som man skulle
tro. Man finder stadig bueleengden, men hvis vinklen er negativ, sa er radiantallet
ogsa negativt.

Vi vil nu bestemme radiantallet for en vinkel pa —90°. Vi indtegner fgrst vinklen
og derefter indtegner vi buen langs enhedscirklen (igen markeret med gron):

Y

AR

Da der er 27 hele vejen rundt og Vi kan se at den grgnne bue fylder + af cirklen,
ma buelengden veere v = ; - 2m = I. Da v er en negativ vinklen skal der et
negativt fortegn pa buelaengen Altsa v=—73.

Dvelse 8.1.6

Bestem radiantallet for fglgende vinker:
a) v=90°
b) v = 180°

d —45°

(%

)
c) v
)
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Dvelse 8.1.7

Bestem koordinaterne til retningspunktet for fglgende vinkler. Pas pa! Jeg har
blandet grader og radianer.

a) v=90°

b) v =

c) v =450°

d) v = —2 Her kan du ikke ggre det preecist (endnu). Sa et ca. punkt er ok.

@velse 8.1.8
a) Udfyld de tomme pladser.

x| 0°]45°]90° | 135° 225°|270°

B
W

Dvelse 8.1.9
a) Hvor mange grader gar der pa en radian?

b) Hvor mange radianer gar der pa en grad

@velse 8.1.10 (Svzer)

Lad v betegne en vinkel i grader, og lad x betegne den samme vinkel men malt
i radianer.

a) Lav en formel der kan omregne fra grader til radianer.

b) Lav en formel der kan omregne fra radianer til grader.

8.2 Cosinus, sinus og tangens

Med enhedscirklen i baglommen er vi nu klar til at indfgre de trigonometriske

funktioner.
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Definition 8.2.1

Lad v veere en vinkel med retningspunkt R,.
Cosinus til v defineres som forstekoordinaten til R, og betegnes cos(v).

Sinus til v defineres som andenkoordinaten til R, og betegnes sin(v).

sin(v)
cos(v)

selvfglgelig kun hvis cos(v) # 0. Ellers er tangens udefineret.

Tangens til v defineres som forholdet og betegnes tan(v). Dette geelder

Cosinus og sinus kan illustreres saledes:

sin(v) p---------- R,

Vi vil bestemme cosinus, sinus og tangens til vinklen pa tegningen oven over.
Det er sveert at se de praecise koordinater til retningspunktet ud fra tegningen,
men det ser ud til at cosinus og sinus har samme veerdi og at den vaerdi ligger
mellem % og 1. Skal vi sige 0,77 Altsa

cos(v) ~ 0,7 og sin(v) =~ 0,7

Tangens bliver sa
sin(v) 0,7

= =1
cos(v) 0,7

tan(v) ~

Man kan bruge en computer til at bestemme de praecise veerdier for cosinus, sinus
og tangens, men til at starte med, er det fint at afleese for at fa forstaelse pa
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plads.

Dvelse 8.2.1
Bestem cosinus, sinus og tangens til folgende vinkler.
a) v=m
b) v=—2m
¢) v = 135° (bare sadan ca.)
d) v = —2 (bare sadan ca.)
e) v=90°

Cosinus, sinus og tangens som funktioner

Til enhver vinkel v kan vi bestemme cosinus til v. Vi kan derfor teenke pa cosinus
som en funktion, nemlig den funktion som til ethvert = knytter cos(x), dvs. funk-
tionen med forskriften f(z) = cos(z). Grunden til vi skriver x i stedet for v er at
vi gerne vil taenke pa cosinus som en almindelig funktion og her plejer vi at kalde
variablen for x. Lad os undersgge, hvordan grafen ser ud. Vi tegner grafen ved at
lave et sildeben. Vi finder funktionsveerdierne ud fra enhedscirklen. Vi starter med
x = 0. Altsa en vinkel pa 0.

Vi kan se at retningspunktet for vinklen x = 0 har en fgrstekoordinat pa 1. Altsa
er cos(0) = 1 og dermed er f(0) =1 (husk at vi tegner grafen for f(x) = cos(z)).
Der er ikke noget nyt her. Det er preecis som den gvelse I lige har regnet. Det
skriver vi ind i et sildeben:




™

Vi tager lige en til. Vi veelger vinklen pa x = 7

Y

Vi afleeser forstekoordinaten til retningspunkt for vinklen x = 7 til at veere z ~ 0,7,
hvilket vi seetter ind i sildebenet. Sadan forseetter vi rundt i enhedscirklen, hvilket
giver os:

T T 3T 57 3T Ve
v |0 35| 7 || 7 |9 | 7T |27
F@) 1070 =07 1| —0,7] 0 0,7] 1

Vi tegner punkterne ind i et koordinatsystem

Y

1-«. o ®

™~ T
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Vi ser at det sidste punkt ligger med samme funktionsveerdi (y-veerdi ) som det
fgrste. Det er fordi at vi ved o = 27 er naet en helt gang rundt i cirklen og defor
starter vi forfra med de samme funktionsveerdier. Tegner vi endnu et punkt ind,
ved v =21 + | = %{, far vi:

Y

]_-!l. e ® o

Vi kan se at dette punkt har samme funktionsvaerdi som det andet punkt. Sadan
kan vi blive ved:

Y
1 -

Vi kan se at den rgde del af grafen er en ngjagtig kopi af den sorte del. En funktion,
som gentager sig selv pa den made, siges at veere periodisk. Det stykke, man skal
ga ud, for at funktion gentager sig selv, kaldes perioden. Vi kan se at cosinus
er periodisk med periode T" = 27. Grafen kan selvfglgelig udvides mere — ogsa i
negativ retning:

5 o~ .
~_~

Dvelse 8.2.2

Nu er det din tur til at tegne grafer med papir og blyant som beskrevet ovenover.
a) Tegn grafen for sinus i intervallet [0; 27].

b) Tegn grafen tangens i intervallet [0; 27]. Den her er lidt sveer. Du far brug
for mange stgttepunkter. Det kan veere en hjeelpe at overveje, hvordan
grafen ma opfgrer sig, nar z er taet pa 3 eller 37“
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Dvelse 8.2.3

a) Argumenter for at sinus er periodisk og kom med et bud for perioden. Fa
hjeelp fra din tegning af grafen.

b) Argumenter for at tangens er periodisk og kom med et bud for perioden.
Fa hjalp fra din tegning af grafen.

Trigonometriske regneregler

Ligesom der er f.eks. potensregneregler er der regneregler for trigonometriske funk-
tioner. Der er virkelig mange af dem, se bare her. Lad os se pa nogle eksempler
fra en STX fysikbog:

cos(90° — v) = sin(v)

Formler som ovenstaende kaldes overgangsformler. Dem er der en masse af. Her
er en anden regneregel fra samme bog:

sin(2v) = 2 - sin(v cos(v)

Denne regel er et eksempel pa en dobbeltvinkelformel. Dem er der ogsa flere af. Her
er der en overgangsformel som er god at kunne nar man skal lave trigonometri:

sin(v) = sin(180° — v)
Det er sjeeldent I far brug for dem (mens I gar pa HHX) og derfor er det ikke
regler, I behgver at ga og huske.
@velse 8.2.4 (Svaer)
I skal nu preve at kontrollere at cos(90° — x) = sin(x).
a) Tegn en enhedscirkel

b) Tegn en vilkarlig vinkel x (men ikke 45°) ind i cirklen. I kan f.eks. veelge
55°.

¢) Tegn nu 90° — z ind cirklen.
d) Marker nu cos(90° — z) med stiplede linjer og sin(z) pa din tegning.

e) Aflees nu cos(90° — z) og sin(z). Er de ens?

@velse 8.2.5
Man kan vise at sin(30°) = 5 og cos(30°) = @

a) Brug dobbeltvinkelformlen sin(2z) = 2 - sin(z) cos(z) til at regn sin(60°).
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Ekstra

Mere formelt er en periode for en funktion f et tal T, forskelligt fra nul, som
opfylder:

fla+T) = f(z)
for alle z € Dm f. Det betyder at tallene

e, 0, =4, =27, 27, 4w, 6, ...

alle er perioder for sinus og cosinus. Det mindste ikke-negative tal 27 kaldes den
den fundamentale periode. Her pA MATHHX mener vi altid "den fundamentale
periode”, nar vi skriver "periode”.

8.3 Harmoniske svingninger

Harmoniske svingninger en grundlaeggende funktionstype som man mgder ofte i
fysik. F.eks. i forbindelse med bglger.

Definition 8.3.1
En harmonisk svingning er en funktion pa formen
f(z) =a-sin(bx + ¢)

hvor:
a er et positivt tal som kaldes amplituden

b er et positivt tal som kaldes vinkelfrekvensen,

c et tal som kaldes faseforskydningen.

Grafen for harmonisk svingning ligner grafen for sinus, borset fra den er strakt /sammenpress
i vandret og/eller lodret regning. Hvordan grafen bliver forskudt/strakt atheenger
af veerdien af konstanterne i definitionen.

Amplitude

Amplituden er konstanten a i den harmoniske svingning f(x) = a - sin(bx + ¢). Vi
husker, at sinus er andenkoordinaten til retningspunktet pa enhedscirklen. Derfor
vil sinus svinge mellem —1 og 1. Nar vi sa ganger med a, kommer funktionsveerdi-
erne til at svinge mellem —a og a. Sa amplituden a viser altsa, hvor meget grafen
er strakt i lodret retning.
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Betragt grafen for f(x) = 3-sin(2z + 1):

Y
3 4

X
—3 4

Amplituden for f er 3, sa vi forventer at grafen svinger mellem —3 og 3 pa
y-aksen. Vi ser det passer med grafen.

@velse 8.3.1

Betragt grafen for en harmonisk svingning:

3+Y

a) Bestem amplituden.

Dvelse 8.3.2
Lad f(x) =7 -sin(bx — 2)
a) Bestem ud fra forskriften definitionsmaengden for f.

b) Bestem ud fra forskriften veerdimaengden for f.
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Vinkelfrekvens
Vinkelfrekvensen er konstanten b i den harmoniske svingning:
f(z) = a-sin(bx + c).

Vinkelfrekvensen afggrer, hvor hurtigt funktionen svinger. Det vil vi forklare med
udgangspunkt i funktionerne:

f(x) =sin(z) og g(z)=sin(2z)

Vi vil se pa de to funktioners funktionsveerdi, nar x = 7. Vi tegner to enhedscirkler.

s ™.

En med vinklen x = 7 og en med vinklen 2z =2 - % = 7:

1 1
0,7~ 5
1
1 1
1) =sin(§) = 0,71 9(5) =sin(3) = 1

Vi ser, at g bevaeger sig dobbelt sa hurtigt rundt i enhedscirklen som f. Grafen for
g former sig derfor som grafen for f bare dobbelt sa hurtigt. S& mens perioden for
f er 2m, er perioden for g kun 7. Graferne kommer altsa til at se saledes ud:

149 /

Man kan vise, at der geelder fglgende sammenhaeng mellem perioden for en har-
monisk svingning og vinkelfrekvensen b:

T =22
b
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Dvelse 8.3.3
Lad f(x) =5 -sin(0,bz — 2)

a) Bestem perioden for f.

Dvelse 8.3.4

Ud fra formlen T' = 27” kan vi bestemme en formel for b ud fra perioden.

a) Isoler b i formlen T" = 2.

I ovenstaende gvelse fandt vi frem til formlen b = 2% Ved hjelp af denne formlen
kan vi finde b, hvis vi kan bestemme perioden.

@velse 8.3.5
Antag, at perioden for en trigonometrisk funktion er 8.

a) Bestem vinkelfrekvensen

@velse 8.3.6 (Svaer)

Man fortolke b som ”antallet af svingninger (perioder) der er pa 27"

a) Argumenter for at det er en korrekt fortolkning.
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Dvelse 8.3.7

Betragt den harmoniske svingning:

5 1y

::VVV@

a) Bestem amplituden.

b) Bestem perioden.

¢) Beregn vinkelfrekvensen ud fra formlen b = 2% .

d) Bestem vinkelfrekvensen ved at teelle, hvor mange svingninger der pa 2.

Vaer opmaerksom pa, at i fysik optraeder der ogsa begrebet frekvens som be-
tegnes med f. Det er noget andet end vinkelfrekvens. Man snakker om frekvens,
nar man har tid ud af z-aksen. Her er viser frekvensen antallet af svingninger
(perioder) pa 1 sekund, og den kan beregnes ud fra perioden ved:

1
I=7

Dvelse 8.3.8 (Svaer)

Frekvensen f er antallet af svingninger pa 1 sekund.

a) Argumenter for at f kan bestemmes ved formlen f = %

Dvelse 8.3.9 (Svaer)

Frekvensen kan ogsa beregnes ud fra vinkelfrekvensen b. Formlen er:

b
F =5

a) Bevis formlen. VINK: Du far brug for at inddrage formlen for vinkelfre-
kvens: T' = 2{
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Faseforskydningen
Faseforskydningen er konstanten ¢ i den harmoniske svingning:
f(x) =a-sin(bx + ¢).

Faseforskydningen forskyder grafen i vandret retning. Men forskydningen afhsenger
ikke kun af c. Den afhaenger ogsa af 0. Grafen forskydes nemlig med 7 til venstre.
Hvis ¢ < 0, far vi en negativ forskydning til venstre, hvilket selviglgelig svarer
til en positiv forskydning til hgjre. S& hvis f.eks. ¢ = m og b = 2 vil grafen blive
forskudt med ; = § til venstre — altsa i forhold til hvis ¢ var nul.

Y

T
2

. — g
m

Grafer for f(x) = sin(2z) og g(z) = sin(2x + 7).

Hvis ¢ er negativ bliver grafen forskudt til hgjre:

Y
1

1_
i
—

Grafer for f(x) = sin(z) og g(x) = sin(z — 1).

Leeg maerke til at nar faseforskydningen er nul, sa gar grafen igennem (0,0) og
starter med at veere voksende, sa det er udgangspunktet, nar vi skal finde ud af
hvor meget grafen er forskudt.
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Betragt den harmoniske svingning:

VA RVa
AR,

Vi vil bestemme faseforskydningen. Vi skal fgrst bestemme 0. Den kan vi finde
ud fra perioden. Vi afleeser perioden til at veere 27. Vi indseetter T = 27 i
formlen

_27r

b
T

Det giver:
b=1

Vi er nu klar til at finde faseforskydningen c. Vi tegner nu den samme harmoniske
svingning ind, men denne gang forskyder vi den sa den starter med at veere
voksende igennem (0, 0)

fﬂa/
VAV

Vi kan se at den bld graf er forskudt med 7 til hgjre i forhold til den rgde. Dvs.
at

Cc (0

b 4
Laeg meerke til det negative fortegn. Det er fordi det er en forskydning til hgjre.
Vi har allerede bestemt b = 1:

hvilket ma betyde at ¢ = —7.
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Dvelse 8.3.10

Betragt grafen for en harmonisk svingning f(z) = a - sin(bx + ¢).

44Y f

/E%

a) Bestem amplituden

)

b) Bestem perioden

¢) Beregn vinkelfrekvensen
)

d

Bestem faseforskydningen

@velse 8.3.11

Betragt grafen for sin(x) og cos(x):

sin(z)

a) Vi kan se at grafen for cosinus er en forskydning af sinus. Hvor meget er
grafen forskudt

b) Brug dette til at skrive forskriften for f(z) = cos(z) pa form som en
harmonisk svingning f(z) = a - sin(bz + c¢).

Som vi laerte i ovenstaende gvelse er cosinus og sinus det samme bortset fra en for-
skydning. Derfor vil man ofte mgde harmoniske svingninger udtrykt vha. cosinus

i stedet for sinus. Vi holder os dog til sinus her pA MATHHX:-)
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Dvelse 8.3.12

Nogle bgger definerer en harmoniske svingning som en funktion pa formen:
f(x) =a-sin(bx +c) +d

Vi ser at der i denne definition er lagt en konstant d til.

a) Forklar betydningen af konstanten d. Hvis du er i tvivl om, hvordan du skal
afggre det, sa husk pa hvad der normalt sker med grafen for en funktion,
nar man leegger en konstant til.

b) Aflees veerdien af d pa grafen:

¢) Bestem perioden.

d) Bestem resten af konstanterne i forskriften.

e) Bestem frekvensen

8.4 Beviser - Trigonometriske funktioner

Vi starter med at se pa nogle nyttige formler vi far brug for i det efterfglgende.
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Overgangsformler
Satning 8.4.1

For en vilkarlig vinkel z gaelder folgende overgangsformler:
1. cos(—z) = cos(x)

. sin(—x) = —sin(z)

2
3. cos(m — x) = — cos(x)
4

Bevis

Pa ovenstaende tegning ses vinklen x tegnet med rgd og vinklen —x tegnet med
gron. Det er tydeligt at de har samme cosinusveerdi, og at deres sinusveerdier er
lige store men med omvendt fortegn.

Lad os se pa vinklerne i de to sidste formler:

Pa ovenstaende tegning ses vinklen x tegnet med rgd og vinklen 7 — x tegnet
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med grgn. Vinklen m — z er selviglgelig tegnet ved at starte med en vinkel pa m
og sa ga x baglens. Det er tydeligt at de to vinkler har samme sinusvaerdi, og
at deres cosinusvaerdier er lige store, men med omvendt fortegn.

Perioden for tangens

Vi vil nu bevise, at tangens er periodisk med periode 7.

Satning 8.4.2

Tangens er periodisk med periode .

Bevis

At tagens er periodiske med 7 betyder at den begynder at gentage sig selv, efter
vi er gaet m ud af x-aksen. Det ma vaere det samme som at funktionsvaerdien i
et vilkarligt x er den samme som funktionsveerdien i x + :

Y

Vi skal altsa vise at tan(z) = tan(z + ).
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tan(x 4+ ) = 22;((2 i 77:)) pr. definition af tangens
_ sin(m — (—x)) da 7 = —(—2)
cos(m — (—x))
= M overgangsformel 3 og 4
— cos(—x)

overgangsformel 1 og 2

= forkortet med —1

Vi har nu vist at tan(x) = tan(zx + ) og tangens er altsa periodisk med periode
.

Harmoniske svingninger
Sammenhaeng mellem periode og vinkelfrekvens

Man kan regne perioden ud fra vinkelfrekvensen med formlen

_ 2
T

Vi vil nu udlede denne formel. Vi har den harmoniske svingning

T

f(x) =a-sin(bx + ¢)
Perioden er den (mindste) konstant 7" som opfylder:
f@) = o +T)
Vi indsaetter forskriften for f:
a-sin(bxr 4+ ¢) = a -sin(b(x +T) + ¢)
Vi regner parentesen inde i sinus pa hgjresiden:
a-sin(br + ¢) = a - sin(bx + b7 + ¢)

Vi kan se at der star det samme pa begge sider bortset fra stgrrelsen 07", som er
lagt til inde i sinus funktionen pa hgjresiden. Da sinus er periodisk med 27, skal
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denne stgrrelse give 27 fgr at vi far det samme pa begge sider af lighedstegnet.
Dvs.

bl = 2w

Vi deler med b: 5
T
T2

b

Faseforskydning

Faseforskydningen forskyder grafen langs x-aksen. Mere preecist: Grafen for funk-
tionen f(x) = a - sin(bx 4 ¢) fremkommer ud fra grafen for g(x) = a - sin(bzx) ved
at forskyde g med § til venstre, hvis ¢ > 0. Vi vil nu vise dette. Vi starter med en
illustration af pastanden:

SO

Tegning viser at f er opstaet ud fra g ved en vandret forskydning til venstre med 7,
hvis f opfylder f(z —7) = f(z). S& vi skal altsa eftervise at f(z —7) = f(x).

o - 5) = a-sin(b(z — ) +)
= a - sin(bx — b +¢)
=a- n(b:p —c —I— c)
= a - sin(bx)
= g(af)

Sa jo, den var god nok. Grafen for f er opstaet ud fra grafen for g ved at forskyde
g med 7 til venstre.
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@velse 8.4.1 (Sveer)

I ovenstaende har vi taget udgangspunkt i en positiv faseforskydning, nar vi
tegnede grafen for f.

a) Hvordan kunne tegningen se ud, hvis ¢ er negativ?

Ekstra

Der er et problem i vores bevis for perioden for tangens. Vi har vist, at
tan(z) = tan(z + )

Men det betyder faktisk kun at tangens er periodisk med hgjst = (hvorfor?). Vi
kan dog nemt tjekke, at perioden ikke kan veere mindre end =w. Vi skal altsa se,
om der findes et tal T" < 7 sa

tan(x) = tan(z + 7))

Det skal gaelde for alle x, sa lad os bare tage udgangspunkt i x = 0. Vi skal altsa
se om der findes et tal T' < 7 sa

tan(0) = tan(T")

Vi regner tan(0):

sin(0) 0 0

cos(0) 1

Sa tan(0) = 0. Hvor langt mon vi skal ga ud for tangens bliver nul igen? Ja, hvis
tan(7") skal veere nul, sa skal sin(7") give nul, og naeste gang sinus giver nul er ved
x = 7. Sa perioden T kan ikke veere mindre end 7. Vi viste fgrst, at perioden
var hgjst m, og nu har vi argumenteret for, at den er mindst 7. Det betyder at

perioden er 7.

tan(0) =

8.5 Trigonometriske funktioner paA HHX

Indholdet i de forgaende afsnit gar ud over minimumskravene pa HHX for elever
pa 2024-ordningen. Samtidig mangler der noget indhold i forhold til hvad der nu
kraeves. I dette afsnit vil jeg praesentere minimumskravene for HHX. P4 den made
kan afsnittet laeses uathaengigt af de forgaende afsnit i kapitlet. Desveerre er der
stadig nogle uklarheder i forhold til hvad der kraeves for elever pa 2024-ordningen
og derfor kan jeg ikke skrive afsnittet feerdigt pa nuvaerende tidspunkt.
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Kapitel 9
Trigonometri

Trigonometri handler om at bestemme vinkler og sider i trekanter, hvilket man
ofte har brug for i fysik. Derudover bruger man ogsa trigonometri i forbindelse
med vektorregning.

9.1 Vinkler og trekanter

I dette afsnit skal vi se pa grundleeggende regler for vinkler. Det meste burde veere
kendt for folkeskolen.

Definition 9.1.1
En vinkel som er mindre end 90° kaldes spids.
En vinkel som er 90° kaldes ret.

En vinkel som er stgrre end 90° kaldes stump.

Spids vinkel ret vinkel Stump vinkel

Laeg meerke til at den rette vinkel markeres med et "hak” i stedet for en bue.
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Definition 9.1.2

To vinkler der til sammen giver 90° kaldes komplementvinkler.

To vinkler der til sammen giver 180° kaldes supplementvinkler.

Komplementvinkler Supplementvinkler

Regel 9.1.1 (Ensliggende vinkler)

Lad der vaere givet to parallelle linjer, som krydses af en tredje linje:

L

De to vinkler v og w er lige store. De kaldes ensliggende vinkler.

Regel 9.1.2 (Topvinkler)

Lad der veere givet to linjer som krydser hinanden.

De to vinkler v og w er lige store. De kaldes topuvinkler.
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@velse 9.1.1
Betragt figuren:

a

b

Hvilke vinkler er ensliggende?

Hvilke vinkler er topvinkler?

d

)
)
c) Hvilke vinkler er komplementvinkler?
) Hvor mange szt af supplementvinkler er der?
)

e) Hvilke vinkler er ens?

Lad der veere givet to parallelle linjer, som skaeres af en tredje linje.

Vi vil vise at v = w. Vi indtegner en vinkel u:
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Da u er ensliggende med v er u = v. Da u er topvinkel til w er u = w. Altsa ma
v =w.

Dvelse 9.1.2
Betragt figuren:

ot

}/

De r@de linjer er parallelle og de bla linjer er parallelle.

a) Gor rede for at v = w.

Sider og vinkler i trekanter

Nar vi kigger pa sider og vinkler i trekanter, betegner vi hver vinkel med et stort
bogstav og den modstaende side med det samme bogstav men som smat bogstav
(f.eks. A og a):

B

A C
b

En trekant navngivet som ovenstaende kaldes "trekant ABC'”.
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Regel 9.1.3 (Vinkelsummen i en trekant)

Vinkelsummen i en trekant er 180°.

Dvelse 9.1.3
Antag at vi har en trekant ABC. Antag at A = 30°, B = 20°
a) Bestem vinklen C

b) Er C spids, ret eller stump?

Dvelse 9.1.4
Betragt figuren:

De rgde linjer star vinkelret pa den bla, og de grgnne linjer star vinkelret pa
den orange.

a) Gor rede for at v = 90° — 4.
b) Ggr rede for at w =b
¢) Ger rede for at u=90°—b
)
)

d) Gor redet for at t = b.

e) Lav en tegning af figuren, hvor du udtrykker alle vinklerne ved 7 og b.

I skal nu regne en gvelse som er relevant nar man skal se pa bevaegelse pa et

skraplan i fysik. Jeg haber ikke I synes, at vi er ude pa et skraplan med sadan en
gvelse.
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Dvelse 9.1.5
Betragt figuren:

- 0

Bogstavet 6 er det graeske "theta”.

a) Gor rede for at den grgnne vinkel er 6.

Regel 9.1.4

To trekanter kaldes ensvinklede eller ligedannede, hvis de har de samme vinkler:

B

ai

as
C1

by

A A

De sider (i hver sin trekant), der ligger over for samme vinkel, kaldes ensliggende
(f.eks. aj og as).

I ensliggende trekanter er forholdet mellem ensliggende sider er konstant. Dvs.

a1 by C1
as by Co

Betragt figuren:
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T a
16
ﬁﬁx

Vi ser at de to trekanter er ensvinklede fordi de to vinkler op til det punkt, hvor
trekanterne mgdes er topvinkler. Da vinkelsummen er 180° og de trekanter er
retvinklede, ma de sidste vinkler ogsa veere ens.

Vi kan regne siden a at udnytte at forholdet mellem ensliggende sider er kon-
stant:

4 a
8 16
Vi ganger med 16 pa begge sider:
16 1
- =q
8

Dvs. a = 8.

282



Dvelse 9.1.6

En dame vil male afstanden til manen hun holder en lineal ud i strakt arm.
Afstanden fra gje til lineal er 60 cm, manens radius er 1737,4 km og hun maler
manen til at veere 5,5 mm bred pa linealen.

DO

a) Omregn alle stgrrelser til meter.

b) Hvilken regel i dette afsnit skal du have fat i, hvis du vil regne afstanden
til manen?

c) Regn afstanden til manen.

Ekstra

Her er liiige et par ekstra regler du far brug for i de kommende ekstraafsnit.
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Regel 9.1.5

En ligebenet trekant er en trekant med to lige lange sider.

Her er de to vinkler v og w altid lige store. Vinklerne v og w kaldes grundvink-
lerne.

Har man omvendt en trekant med to ens vinkler, ja sa er den ogsa ligebenet.
Dvs., at hvis v = w, sa er d; = ds:

d

Regel 9.1.6

En trekant kaldes ligevinklet, hvis alle trekantens vinkler er ens. En trekant
kaldes ligesidet, hvis alle sider er ens.

En ligevinklet trekant er altid ligesidet og en ligesidet trekant er altid ligevinklet.

9.2 Retvinklede trekanter

En trekant som har en ret vinkel kaldes en retvinklet trekant. Fglgende saetninger
burde vaere kendt fra folkeskolen (méske formuleret lidt anderledes).
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Saetning 9.2.1 (Pythagoras’ laeresztning)
Betragt den retvinklede trekant:

Der geelder:
a* + b =

Saetning 9.2.2
Betragt den retvinklede trekant:

modstaende katete

hosliggende katete

Der geelder:
hosliggende katete
cos(v) =
hypotenusen
, modstaende katete
sin(v) =
hypotenusen
modstaende katete
tan(v

- hosliggende katete

Skal ovenstaende seetning anvendes i praksis er det ngdvendigt at kunne regne
med cosinus, sinus og tangens:
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Vi vil regne cos(60°). vi abner et algebravindue i GeoGebra og skriver cos(60)
(leeg maerke til at vi ikke behgver at skrive grader (°) — det klarer GeoGebra
for os):

XA~ LD OO &L N 2 S

a = cos(60°) N

= 05

+ Input...

Vi ser at cos(60°) = 0,5

Nogle gange kender vi f.eks. cosinusveerdien og vil gerne regne tilbage til vinklen.
Vi har derfor brug for den omvendte funktion til cosinus og den kaldes cos™! eller
arcus cosinus. Man kan regne den i GeoGebra med kommandoen acos (x).

Lad os sige at vi ved at cos(v) = 0,5 og vi gerne vil regne tilbage til vinklen.
Vi taster acosd(0.5) i et algebravindue i GeoGebra (d’et i ”acosd” star for
"degrees”, sa vi far vinken i grader):

X oA~ LD OO &L N 2 S

a = cos }(0.5) N

= 60°

+ Input...

Vi ser at cos™1(0,5) = 60°. Easy money. Laeg maerke til, at det er GeoGebra,
som skriver “cos™1(0.5). Vi har indtastet acosd (0.5)

Der findes selvfglgelig ogsa omvendte funktioner til de andre trigonometriske funk-

tioner og de hedder det tilsvarende i GeoGebra. F.eks. hedder sin~! asind (nar
man vil have vinklen i grader) i GeoGebra.
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@velse 9.2.1
Du skal nu selv prgve.
a) Regn sin(60°) i GeoGebra
b) Bestem v nar sin(v) = 0,7 i GeoGebra.

Betragt trekanten

30°

Vi vi beregne laengden af hypotenusen c. Vi finder en formel fra saetning 9.2.2,
som indeholder de to stgrrelser vi kender (vinkel og modstaende katete)

modstaende katete

sin(v) =
(v) hypotenusen
Vi indsaetter vores oplysninger:

2
sin(30°) = —.
(30°) = -

Vi isolerer c: 5
~ sin(30°)

og regner resultatet i GeoGebra/lommeregner:
c=4.

Lezengden af hypotenusen er altsa 4.
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Dvelse 9.2.2
Betragt den retvinklede trekant:

15°

a) Beregn sidelezengden a

b) Beregn resten af siderne og vinklerne

Betragt trekanten:

.

2

Vi vil bestemme v. Vi finder den formel som indeholder de stgrrelser vi har:

_ hosliggende katete

cos(v) = hypotenusen
Vi indsaetter
()=
cos(v) = —
47
og regner
cos(v) = 0,5,
og isolerer v:
v = cos (0,5),
og far:
v = 60°,

og det passer da meget godt med tegningen.
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Dvelse 9.2.3
Betragt trekanten:

a) Bestem vinklen v

b) Bestem resten af vinklerne og siderne i trekanten.

Dvelse 9.2.4

Vi vender nu tilbage til figuren fra gvelse 9.1.4:
B

a) Gor rede for at BD = AD -sin(i). Skriveméden BD betyder leengden af
siden fra B til D, hvis du ikke allerede kunne regne det ud:-)

b) Ggr rede for at AC = AD - sin(b)

sin()
sin(b)

BD _
c) Gor rede for at 5z =
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Dvelse 9.2.5
Vi vender tilbage til figuren fra gvelse 9.1.4:

By

- g
a) Gor rede for at F} = F - sin(6)
b) Gor rede for at Fy, = F - cos(f)

Ekstra

Man kan aflaese tangens i enhedscirklen pa fglgende made:

Yy

tan(v)

Den rgde linje er parallel med y-aksen og gar igennem (1,0).

@velse 9.2.6
Du skal bevise ovenstaende pastand.

a) Vis at tangens kan findes som det markerede stykke pa tegningen oven
over.
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Der findes "paene” veaerdier for cosinus, sinus og tangens for udvalgte vinkler.

Grader | Radianer | sin(v)) | cos(v) | tan(v)
0° 0 0 1 0
0° | % IR S
45° z NG 7 1
o S I O R O RV
90° 5 1 0 Udefineret
180° s 0 —1 0
270° 37” —1 0 Udefineret
360° 2T 0 1 0

Tabel 9.1: Udvalgte veerdier for sinus cosinus og tangens

Vi vil regne os frem til en af rackkerne i tabellen:

Grader | Radianer | sin(v) | cos(v) | tan(v)
o | 5 | ¥ 4|

Da 60° er % af 360°, ma vinklen vaere pa 2% = 7 radianter. Nemt. Vi tegner nu
vinklen ind i enhedscirklen:
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(509)uts

60°

cos(60°) 1

Tag den rgde trekant og spejl den i den lodrette side, sa fas en en trekant hvor
alle vinkler er 60°:

60°
1 1
60° 60°
]
cos(60°)

Grundlinjen i denne trekant ma vaere
2 - cos(60°)

og da den store trekant er ligevinklet er den ogsa ligesidet derfor ma den sidste

side ogsa veere 1, sa
2 - cos(60°) =1

dvs.
1

cos(60°) = 2

Vi kan regne sinusveerdien ud fra den rgde trekant nu, hvor vi ved at cos(60°) =
%. Vi bruger Pythagoras:

1 2
<2> + sin(60°)? = 1°
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Vi finder sin(60°)

1 2
in(60°) =41 — (=
sin(60°) <2>

3
~ \4
_ V3
2
Altsa sin(60°) = §
Vi kan til sidst regne tangens:
sin(60°)
tan(60°) =
an(60°) cos(60°)
V3

I
é‘ [NIIE )

Altsé tan(60°) = /3

Dvelse 9.2.7
Din tur.

a) Argumenter for resten af veerdierne i tabellen.

9.3 Vilkarlige trekanter

De satninger vi brugte i sidste afsnit geelder kun i retvinklede trekanter. Har
man en trekant der ikke er retvinklet, skal der skrappere midler til. I stedet
for seetningen med sinus, cosinus og tangens i en retvinklet trekant har vi nu to
seetninger: cosinus- og sinusrelationerne.
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Satning 9.3.1 (Cosinusrelationerne)

Lad der veeret givet en vilkarlig trekant:

Da geelder
1.a>=b*+c*—2-b-c-cos(A)
2. V¥ =a*+c*—2-a-c-cos(B)
3. 2=a*+V—2-a-b-cos(C)

Antag at vi har en trekant ABC, hvor a =7, b =9 og C' = 120°.
B

120°

Vi vil bestemme c.

Vi bruger cosinusrelationerne:

A =a’+b —2-a-b-cos(C)
=72 4+92—2-7-9-cos(120°)
=193

Vi finder nu ¢ ved at tage kvadratroden af 193:
c=+v193 = 13,89
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Det eksempel vi lige har set, var en nem anvendelse af cosinusrelationerne. Skal
man finde en vinkel skal der arbejdes lidt mere

Vi vil bestemme vinkel A i ovenstaende eksempel. Vi starter med cosinusrela-
tionen, hvor A indgar:

a* =b*+c*—2-b-c-cos(A)

Vi isolerer nu cos(A). Forst leegger vi 2-b-c-cos(A) til pa begge sider og trackker
samtidig a? fra pa begge sider:

2-b-c-cos(A) =b* +c* —a’
Vi deler nu med 2 - b - ¢ pa begge sider:

b? + ¢ — a?
cos(A) = o

Vi kan nu indsaette veerdierne fra sidste eksempel (a =7, b =9 og ¢ = 13,89):

92 + 13,892 — @2
cos(4) = 5 9 1389

Vi taster pa lommeregner (jeg har tastet 13,89 som /193, da det er mere praecist)
cos(A) = 0,8998
Vi tager cos™! pa begge sider og
A = cos(0,899770)

Vi taster i GeoGebra og far:
A =2587°

@velse 9.3.1
Du skal nu regne trekanten fra de to ovenstaende eksempler feerdig.

a) Brug cosinusrelationerne til at finde B.

b) Findes der en nemmere méade at finde B?
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@velse 9.3.2

Antag, at vi har en trekant ABC med sider a =4, b =5 og ¢ = 6.
a) Bestem vinkel A
b) Bestem vinkel B

¢) Bestem vinkel C

Generel skal man kende tre storrelser (sider eller vinkler) for at regne trekanten,
men kender man kun trekantens vinkler, kan man ikke vide hvad siderne er. Kender
man en vinkel, en hosliggende side og den modstaende side, er der generelt to
muligheder for hvordan trekanten kan se ud:
Dvelse 9.3.3 (Svaer)
Antag, at vi har en trekant ABC med A = 30°, a =7 og b = 10.

a) Der er to muligheder for sideleengden c. Find begge muligheder.

b) Bestem de restrende og vinkler i de to trekanter.

c) Lav en skitse af trekanterne, der viser, hvordan der kan veere to mulige
trekanter.

Vi skal nu regne en gvelse som daekker over den matematik man skal bruge i
forbindelse med udledning af den sakaldte "gitterligning” i fysik.

296



Dvelse 9.3.4
Betragt figuren:

()

T

Det rgde linjestykke er vinkelret pa det bla og det bla rammer det rgde i det
rgdes midtpunkt. Bogstavet ¢ er det graeske "fi”.

I denne gvelse skal vi komme frem til, at nar den bla linje er meget laengere end
den rgde (forstil dig at vi havde tegnet figuren sa den rgde linje var sa kort, at
1, 9 0g r neermest var parallelle), sa vil forskellen mellem leengderne r; og 7o
veere omtrent d - sin(p). Altsa at

Ty — 11 ~ d - sin(p)

Det er lidt af en mundfuld, sa vi ger det i sma bidder.
a) Gor rede for at

d\’ d
(r)? = <2> +r2—2-§-r-cos(90°—g0)

b) Brug overgangsformlen cos(90° — v) = sin(v) til at reducere udtrykket.

c) Gor rede for at

2 d ? 2 d o
(re)” = <2> + 7 —2-§-T-COS(90 + )
d) Brug overgangsformlen cos(90° 4+ v) = —sin(v) til at reducere udtrykket.

e) Beregn (rp)? — (rq)?

)
)

f) Vis at (r9)? — (r1)? = (ry + 1) g7 1)
)

g) Argumenter for at (r2)? — (r1)* ~ 2r(ry — r1), nar den b4 linje er meget



Dvelse 9.3.5
Betragt den retvinklede trekant:

A o

a) Opskriv den 3. cosinusrelation.

b) Udnyt at C' = 90° til at forsimple den opskrevne cosinusrelation.

c¢) Dit resultat ligner noget, du har set fgr. Hvad?

Ovenstaende gvelse viser, at man kan opfatte cosinusrelationerne som en genera-
lisering af Pythagoras leeresaetning.

Sinusrelationerne

Cosinusrelationerne kan bruges til at finde de resterende sider og vinkler nar man
har:

1. En vinkel og to sider.
2. Alle tre sider.

Har vi to vinkler og en side kan vi bestemme de resterende sider og vinkler ved at
bruge sinusrelationerne:
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Satning 9.3.2 (Sinusrelationerne)

Lad der veeret givet en vilkarlig trekant:

B
c a
A
) C
Da galder:
a b  c
sin(A)  sin(B)  sin(C)

@velse 9.3.6

Sinusrelationerne ser saledes ud:

a b &

sin(4)  sin(B)  sin(0O)

a) Vis at sinusrelationerne kan omskrives til:

sin(A)  sin(B)  sin(C)

a b c

Antag, at vi har en trekant ABC' med A =20°, a=30gb=2>5

Vi kan bestemme vinklen B vha. sinusrelationerne. Vi vil bruge dem i den form
vi lige har udledt i gvelsen oven over.

sin(A)  sin(B)

a
Vi ganger med b pa begge sider:

sin(A)

b.

= sin(B)
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Vi indsaetter oplysningerne:

sin(20°)

o}
3

= sin(B)

Vi taster i GeoGeo:
sin(B) = 0.5700335722

Vi tager sin~! pa begge sider
B =34.75°

Dvelse 9.3.7

Du skal nu finde de resterende sider og vinkler i trekanten fra eksemplet oven
over.

a) Bestem C

b) Brug sinusrelationerne til at bestemme c.

@velse 9.3.8
Lad der veere givet en trekant ABC med B = 120°, C' = 20° og ¢ = 11

a) Bestem de resterende sider.

@velse 9.3.9 (Svaer)

Vi vender tilbage til gvelse gvelse 9.3.3. Her havde vi en trekant ABC med
A=30° a="7ogb=10.

a) Brug sinusrelationerne til at bestemme sin(B).
b) Bestem nu B ud fra sin(B).
c)

Ved at betragte enhedscirklen, skal du komme frem til en anden vinkel
0 < By < 180° som ogsa opfylder sin(B) = 0,7142857143

d) Bestem resten af siderne og vinklerne de to mulige trekanter uden at bruge
cosinusrelationerne

Hvornar bruger man cosinus- og sinusrelationerne?

Bade cosinus- og sinusrelationerne handler om fire stgrrelser i en trekant. Har
man tre af de fire stgrrelser kan man finde den sidste, hvis der altsa er en entydig
trekant, som er givet ved de opgivne stgrrelser. Vi opsummerer:

300



Hvis du har Brug

Tre sider Cosinusrelationerne

En vinkel og de to hosliggende sider Cosinusrelationerne

En vinkel, en hosliggende side og en | Cosinusrelationerne eller sinusrelatio-
modstaende side nerne. Se evt. kommentar i ekstraafsnit

To vinkler og en side Sinusrelationerne

Husk dog, at hvis du har en retvinklet trekant, sa er det bedst at bruge metoderne
fra sidste afsnit. Skal!

Ekstra

Funktionerne cosinus og sinus adskiller sig pa et afggrende punkt i forhold til
trekantsberegning. For hver vinkel v mellem 0 < v < 180° har cosinus en entydig
veerdi. Hvis vi f.eks. ved at cos(v) = 0,5, ja sa ved vi ogsa at v = 60°. Her er det
anderledes med sinus. Ved vi f.eks. at sin(v) = 0,5, ja sa kan bade veere 30° og
150°, og nar vi bruger sinusrelationerne, kraever det lidt omtanke at finde ud af,
hvilken en som er rigtig, eller om begge er mulige. S& selvom sinusrelationerne er
hurtigere at bruge (sammenlign gvelse 9.3.3 og i gvelse 9.3.9), sa skal man veere
mere forsigtig med sinusrelationerne. Se bare denne Reddit-post) (hva’ faen hedder
en "post” pa dansk?).
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https://www.reddit.com/r/HomeworkHelp/comments/6mhnx7/college_trigonometry_law_of_sines_and_cosines/

9.4 Beviser - Trigonometri

Satning 9.2.2
Betragt den retvinklede trekant:

modstaende katete

hosliggende katete

Der gaelder:
hosliggende katete
cos(v) =
hypotenusen
, modstaende katete
sin(v) =
hypotenusen
fan( modstaende katete
an(v) =
hosliggende katete
Bevis

Vi vil bevise pastanden (se gvelsen nedenunder for de to andre pastande).

(v) hosliggende katete
cos(v) =
hypotenusen

Vi starter med en enhedscirkel og en retvinklet trekant:

Vi flytter trekanten ind i enhedscirklen som vist her:
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Ud fra retningspunktet for v tegner vi endnu en trekant

Y

Vi har nu to ensvinklede trekanter. Da det gverste hgjre hjgrne i den rgde trekant
er retningspunktet, ma trekantens kateter have hhv. laengderne cos(v) og sin(v).
Hypotenusen i den rgde trekant ma veere 1, da det jo er radius i enhedscirklen.
Sa de to trekanter ser saledes ud.
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modstaende katete

<
sin(v)

hosliggende katete

cos(v)
Da de to trekanter er ensvinklede kan vi bruge regel 9.1.4. Vi far

cos(v)  hosliggende katete
1 hypotenusen

Vi reducerer og far den gnskede formel

hosliggende katete
cos(v) =

hypotenusen

Dvelse 9.4.1

Bevis formlerne (fremgangsmaden er tilsvarende den du lige har set.):

. __ modstaende katete
a) Sll’l(?}) o hypotenusen

__ modstaende katete
b) tan(v) " hosliggende katete
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Facitliste

Lgsning 1.1.1
a) Ja
b) Nej

Lgsning 1.1.2
a) F(z) =2 +ux
b) F(z) =% — ;2% + 2z

Lgsning 1.1.3

a) F(z) = 2a?

Lgsning 1.1.4
a) F(x) =22 —x+2

Lgsning 1.1.5
a) F(xr)=¢e"+2? -8

Lgsning 1.1.6
a) F(x) =x—1In(|z|) + ¢
b) c=1

¢) F(z) =2 —In(|z|) + 1

Lgsning 1.2.1
a) 5”
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b) x

c) ¢

Lgsning 1.2.2
a) [2xdy =12 +c
b) [In(x)dx = xIn(x) —x + ¢

Lgsning 1.2.3
a) [2ttdt =25 + ¢
b) Jvu+10du = 2u? + 10u + ¢

Lgsning 1.2.4
a) Vi bruger regel 2 og far [ 2 + 2z dx = 1 3+ 2%+ c
b) Vi bruger regel 1 og far [ 5e” dz = be* + ¢

c) Vi bruger forst regel 3, s& regel 2 og til sidste regel 1 og far [ 43 + 5% —
1d:c:x4+%—x+c

d) Vi skriver forst integralet som f 5% dz. Sa bruger vi regel 1 og far | 5% dr =
5In(|z|) + ¢

Lgsning 1.3.1
a) Ja det giver det samme.

b) Det betyder ikke noget hvilken en stamfunktion man veelger da de kun
afviger fra hinanden med en konstant og denne konstant gar ud nar man

regner F'(b) — F(a).
Lgsning 1.3.2
a) J33z%dr =19
b) 25 (6t — 2)dt = 49
c) Jpetdr=e—1r~1,72
d) /=t Ldu=
) J;t5de = —15

(&
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Lgsning 1.3.3
a) [° f(x)dz = 18,13.

Lgsning 1.3.4

b) Jf f(x) —2dx = -3

c¢) J2 f(x)dx = —10

d) 2 f(z)dx =0

e) Jy flx)dr =7
Lgsning 1.4.1

a) [(z*—1)*-3z?de = 3(a® — 1) + ¢
b) f€2x+1'2d1’=€2x+1—|—6

c) f4:1:-\/2:v2+1d:1:=%(2x2+1)%+c
)

d ceVTdr =eVT 4 ¢

v
Lgsning 1.4.2
a) f\/x2+1-xdw=%(:1:2+1)%+c
T . 3zx+1
b) f23 +1 dr = 2]11

3 (2)+C

¢) [ g3 dr = 2In(|3z% + 1]) + ¢

Lgsning 1.4.3
a) [25(2x®> —1)" - 2zdxr =0
b) /3, e 23 dx = 74,18
¢) 3V gy — 393

Lgsning 1.4.4
a) Kuk kuk?
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Lgsning 1.5.1

a) A=1~117

Lgsning 1.5.2
a)
Y
/o
b) A=13,64
Lgsning 1.5.3
a) r1=1,21=3
b)
Y
M
g I T
1 3
c) A=4
Lgsning 1.5.4
a) k=9
Lgsning 1.5.5

a) k=1In(4) ~ 1,39

Lgsning 1.5.6
a) a=3
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Lgsning 1.5.7
a)

b) A=55

Lgsning 1.5.8
a) r1 = —20g Ty =2

b) A=2%~10,67

Lgsning 1.5.9

a) Det markerede omrade er M:

b) A=

[SUIIN

~ 1,33

Lgsning 1.5.10

a) T = 2.
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c) A=1,66
d) Ja det passer da meget godt.

Lgsning 1.5.11
a) Arealet er 3,28.

Lgsning 1.5.12
a) Du skal faktorisere. Seet x ud foran en parentes og brug nulreglen.
b) 11 =—-1,29=00g x3 =1
c) Arealet er 2 =25

Lgsning 1.5.13
a) Arealet er 5.

Lgsning 1.5.14
a) Jo” f(x)de ~1
b) f15 flz)de ~ —1
c) f33f(93) dr =0
d) Jy” f(x)da
Lgsning 1.5.15
a) [72(—22%" —1)dr ~ 3
b) J5(=2z3e® — 1) dr ~ —1
¢) [(—223" —1)dx ~ 1
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Lgsning 1.6.1
a) F(z)=¢€"-(x—1)

Lgsning 1.6.2
a) [Vr+1lde=3Vo+1(z+1)+c
Lgsning 1.6.3

a) F(z) =In(jz]) + 32° + 3

Lgsning 1.6.4
a) fgwdx =1,29

xT

Lgsning 1.6.5
a) A=147

Lgsning 1.6.6
a) Arealet er 3,08

Lgsning 1.6.7

a) Kommandoen hedder NBeregn. Forskellen er at Beregn forsgger at finde
en eksakt lgsning (f.eks. pa form som en brgk eller en kvadratrod), mens
NBeregn finder en decimaltalslgsning (f.eks. 72,45). Kommandoen Beregn
er finere, hvis man er en rigtig matematiker, men det vi jo ikke, sa bare
brug NBeregn.

b) k = 0,69

Lgsning 1.6.8
a) Punktmeengden M hare et areal pa 0,44

Lgsning 1.7.1

a) Du viser den til mig.

Lgsning 1.7.2
a) Vis mig det.
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Lgsning 1.7.3
a) Regel 3: Vi skal vis at

[ (@) = g(@)) dv = [ f(x)de — [ g()da

Vi differentierer hgjresiden:

([ f@)yd— [ g)dz)

Vi opdeler differentiationen i to:

(/ sty de) = ([ o(o) da)

Differentiation ophaever integration:

f(x) = g(x)

og vi har altsa vist at [ f(x)dx — [ g(x)dx er stamfunktion f(x) — g(z),
sa regel 2 er bevist.

Lgsning 1.7.4
a) Du forklarer det til mig.

Lgsning 1.7.5

a) Fremleg dem for mig

Lgsning 2.1.1
a) Differentialligning
b) Differentialligning
c) Ikke en differentialligning
d)

Ikke en differentialligning

Lgsning 2.1.2
a) Ikke lgsning
b) Er lgsning
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c¢) Ikke lgsning
d) Er Lgsning

Lgsning 2.1.3
a) f er lgsning.
b)
c) f er ikke lgsning.
d)

f er lgsning.

f er lgsning.

Lgsning 2.1.4
a) k=3

Lgsning 2.1.5
a) a = —8.

Lgsning 2.1.6
a) Jes

b) yesssss

Lgsning 2.1.7

a) ...
b) ...

c) ...

Lgsning 2.1.8
a) Yes du.

Lgsning 2.2.1
a) y=3xr+c
b) F.eks. f(x) =3z og g(z) =3z + 1
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Lgsning 2.2.2
a) y=c-e™

b 3-x

y:§+c-e_

)
C) Y= 1+c.1£9400_z
)

d) y=xIn(z) +c
Lgsning 2.2.3

a) y=—24c-e¥

b) y=c- e3”

¢) y=—1a’+c
Lgsning 2.2.4

a) f(x) =2 -2 -2
Lgsning 2.2.5

a) f(x)=3e™

b) f(x):ge%&“

Lgsning 2.2.6
a) f(z)=10e3
b) f(z) =11le®* -9
¢) flw) =
d) f(z) = 503
Lgsning 2.3.1
a) y= C_le maske har I y = —c£x2 eller y = —- +le. Det er ogsa i orden.

Lgsning 2.3.2
a) y=In(e* + ¢)
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Lgsning 2.3.3
a) y=+vat+c
Lgsning 2.3.4
a) y = 3 In(32? + ). Méske har du y = 5 In(32? + 2¢), hvilket ogsd er i orden.

Lgsning 2.3.5

a) Y= 1z

b) y = 2. Maske har du y = 371_?, hvilket ogsa er ok.
2

72—6"

Lgsning 2.3.6
a) y=—v2e*+ 14
Lgsning 2.3.7
a) y= 6e2”'t27 — 5 Maske har I y = ez t20+(6) _ 5 hyilket ogsd er ok.

b) y= 4e27*t20 _ 5 Maske har [ y = ez T2t (4) _ 5 hyilket ogsd er ok.

Lgsning 2.3.8

a) y = —2y/x3 — 4 eller maske har du y = —v/4x3 — 16, hvilket ogsa er ok.
b) y=—1le ™ +4
c) y=a"+222+1

Lgsning 2.3.9

a) y=—-2V23—4 | x> /4

b) y=—1le*+4 , zeR
¢c)y=2"+222+1 , z€R
d) y=—-2*+1 , —-l<z<l
Lgsning 2.4.1

a) y = ces?

b) Lgsningskurve gennem punktet P(0,2):
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Lgsning 2.4.2
a) (—2,2;8)
b) Linjeelement gennem P(—2,2):

T T T T
-4 -3 -2 -1
14

Lgsning 2.4.3
a) (27 _3; O)
Lgsning 2.4.4

a) (1:1:2)
Lgsning 2.4.5
a) y =4z + 14.

Lgsning 2.4.6
a) y=3x— 13
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Lgsning 2.4.7
a) y=2x—11
Lgsning 2.4.8
a) (4,0;3)
b) y =3z —12
Lgsning 2.4.9
a) y=uz— L.
b) Det er det selviglgelig.

Lgsning 2.4.10

a) Lgsningskurve:

-4 =3 =2 ~1

Lgsning 2.4.11
a) Den sidste. Altsd ¢/ = z - ¢/

Lgsning 2.5.1
a) y=c-e“+a?—2x+2
b) y=a*—2x—3e %342

317




veekst.
linjen y

= R o b
= £8%F
- 2
L& EB%E
.ym w + g
%) s 2B
Il 2 A
o =) = 8 B
o3 S
— Sy Sy Sy ty Ty Ty Tay T e e TEn TE T Tan Tan Tae Thm Tae s . e
g 2 a0 o =
T, T, ey, TR, Thy, Ty, Thn, Thn Thn fEn T Thn, T hn Thn Sma Sma fme e m wr mo‘mr
R R N e e 3 aV.v.m hm%
Il V AN NSNS NS S S S S S SsS s - m.kvhu moroa
n
fr 227 T UNNNRNSSSSSS S - §% =<
mrr 7/ 711 VN NSNS SS SN SNNs nmo yomm
=, 2777 0 1 VNN NSNSSNSN SN mmox _tm
sr s,/ NV N NSNS SNSSSS S a . Mmem
o
\3\\\2\\\1\\~_01/V_//J1!.I.J.m... MOk ,I.Lob.uk
iR R A T 2 A I T T T T T T T e T .M.a__ me.uom
mdrr 27/l 0 VNNNNYNSNSSSSSS- n "> \n/m%
A VN N NI S S S S S~~~ M.m Madqw
277 71 1 V ANNNSNPNSSSSSSSS=- % omym
//I.//...l.l.l.........l...n%lllllllllllllllllll _m. men.m
NN N M m ta ot m tm P tm tm T tm S S S e e - Stt
= = S
e, | e s ot e o o e e e e e < = . O
— = = &2
— .
.Il-.llv.ll-ll.ll-ll.l.lll-lll'llnqw """""" m.m Lw ./MM
=F ®SE
— M__.M
e ~
ym yyrm
o0
=S 5 3
7 A A W
—~ —~
o] Q0

Lgsning 2.7.1
Lgsning 3.1.1
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€T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lgsning 3.1.2
a) x+ 4y =40
b)

T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢) Maksimumspunktet er (2,6).

d) Maksimumsvaerdien er 26.

Lgsning 3.1.3
a) Parabel:
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b) Ellipse:

Lgsning 3.1.4
a) Cirkel
b) Ellipse
c¢) Parabel

Lgsning 3.2.1

a) Polygonomrédet er det mgrkeste omrade:
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a:x+2y<10

b:3x+y<15

c: x>0

d:y>0

b) Det et CAS-vindue, jeg har skrevet i.

1 flxy)i=—*+10x+y+10 :Ix=

® - f(x,y) ;= —x*+10x+y+10

2 ligningl : f(x,y) = 38

® ligningl: —x> +10x+y+ 10 = 38

3 ligning2 : f(x,y) = 40

® ligning2: —x>+10x+y+ 10 = 40

c¢) Jeg har valgt den dovne lgsning med skaeringsveerktgjet:
. aax+2y=10 s

. b:3x+y=15 :

A = Skaering(a, b)

= (4.3)

1 f(xy)i= x>+ 10x+y+10 Elx:
@ - f(x,y) := —x2+10x+y+10
ligningl : f(x,y) = 38

Onr

— ligningl: —x> +10x+y + 10 =38

3 ligning2 : f(x,y) = 40
® ligning2: —x*+10x+y + 10 =40
4 £(4,3)

- 37

Lgsning 3.2.2
a) Minimum er 11 og maksimum er 81

b) Minimum er —9 og maksimum er 36
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Lgsning 3.2.3
a) Minimumspunktet er (2,4) og minimumsveerdien 16.

b) Maksimumspunktet er (0,0) og maksimumsvaerdien er 40

Lgsning 3.2.4

a) Polygonomrade er det mgrkeste omrade:

1 a=x4y<7
® — a:=x4+y<7
b:=2x+y <10

Ze

Onr

— b:=2x4y<10

c:=x>0

0w

- c:=x>0
d=y>0
- d:=y>0

O s

5 8

b) Den gverste er N(118) og den nederste er N(112). Jeg prgvede mig frem
for at finde to gode niveauer:

5 f(xy):=—+10x+y+ 86
® - f(x,y) := —x*+10x +y 4
s ligningl : f(x,y) = 114
. -
ligningl : —x>+10x+y + 86
. ligning2 : f(x,y) = 112
. -
ligning2 : —x>+10x+y + 86
8
c) (4,2)
d) 112
Lgsning 3.3.1

a)
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N(138)
] / N

4 5 6 7 8 9
b) (3,4)
c) 130
Lgsning 3.3.2
a)
)
8
; V(30)
6 AN
5
4
) S
2
1
+
8§ 9 10 11
b) (4,4)
c) 26

Lgsning 3.3.3
a)
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<

(@

—

[\

N
/.

—

)
Z

c¢) Det frie maksimum er 44 i punktet (1,5)
d) Maksimum indenfor polygonomradet er 43 i punktet (1,4)

e) Minimum indenfor polygonomradet er—6 i punktet (6,0).

Lgsning 3.3.4
a)
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N(208)

b) Minimum for f er 100

Lgsning 3.4.1
a) 2?49+ 6z
b) 22 — 2z +1
c) 4¢* + 4aq

Lgsning 3.4.2
Ma jeg se?

Lgsning 3.4.3

Lgsning 3.4.4
a) 2 — 100 +5= (z — 5)> — 20
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b) 2 —4x + 4 = (z — 2)*

Lgsning 3.4.5
a) 202 —dr =2(x —1)2 -2
b) 32 —x=1(z—1)*—3

2 2
) ar’+br=a(z+ L) - L

Lgsning 3.4.6
a) 4r? — 24x + 4 = 4(x — 3)* — 32

2
b) ey’ +dy+e=c(y+ ) —Z—Z—i—e

Lgsning 3.5.1
a) y=a>+ 3z +2

Lgsning 3.5.2
a) Isolere vi y far vi y = %:13 + % Det er en lineser funktion, sa det er ikke en
parabel (husk at vi kraever at a # 0 1 parablens ligning)
Lgsning 3.5.3

a) nope

Lgsning 3.5.4

Koefficienten a viser om parablen er konveks (glad) eller konkav (sur). Er a
positiv er den konveks, ellers er den konkav. Derudover viser a hvor "spids'grafen
er. Er a teet pa nul er parablen meget flad.

Koefficienten b har betydning for placeringen af grafen. Helt konkret viser den
tangentens haeldning i skeeringspunktet med y-aksen.

Koefficienten c er angiver det sted hvor grafen skeerer y-aksen. Men se kommen-
tarer efter gvelsen.

Lgsning 3.5.5

a) De har samme form, men den anden er forskudt med 5 nedad i forhold til
den fgrste.
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Lgsning 3.6.1
a) (z—1)"+(y —6)°
b) (v +2)* + (y — 2)°
c) 2+t =1

9
4

Lgsning 3.6.2
a) Centrum er (7,4) og radius er 5
b) Centrum er (—1,3) og radius er 1

¢) Centrum er (3,0) og radius er 2

Lgsning 3.6.3
a) Det gor det ikke.

Lgsning 3.6.4
a) 22+ y? +2x — 4y =4

Lgsning 3.6.5
a) (x—4)+(y+1)" =3
b) (z—0)*+(y—1)7*=1°

Lgsning 3.6.6
a) Centrum er (2, —1) og radius er 4.

b) Centrum er (5,0) og radius er 10.

Lgsning 3.6.7
a) (r—1)2+(y+2)?2=3

Lgsning 3.6.8
a) (r+5)*+(y+3)2=3
b) (z—25)*+ (y—1)* =6
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Lgsning 3.6.9

1

a) Centrum er (-2, 3) og radius er 2.

Lgsning 3.7.1

a) Den vandrette halvakse er 1, den lodrette halvakse er 2 og centrum er i
punktet (4, 2).

b) Den halve storakse er 2, den halve lilleakse er 1.

c)a=1,b=2,x90=4o0g yy =2

Lgsning 3.7.2

a) Centrum er (9,14), den vandrette halvakse er 5, den lodrette halvakse er
4.

b) Centrum er (3, —2), den vandrette halvakse er 3, den lodrette halvakse er
6.

c¢) Centrum er (5,0), den vandrette halvakse er v/5, den lodrette halvakse er
9.

d) Centrum er (0,0), den vandrette halvakse er 1, den lodrette halvakse er 2.

Lgsning 3.7.3

a) [H2 4 ol g

b) 2% +4r +4y* — 8y —8 =0
¢) Det gor det ikke.

Lgsning 3.7.4
a)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Lgsning 3.7.5

a) En cirkel. En cirkel er altsa en serlig slags ellipse.

Lgsning 3.7.6
a) Vis mig det.

b) Halvakserne er radius.

Lgsning 3.7.7
a) Centrum er i (3,1), vandret halvakse er 4 og lodret halvakse er 2.
b 1

Centrum er i ,3), vandret halvakse er 2 og lodret halvakse er 5.

(

) (—

¢) Centrum er i (—2,—7), vandret halvakse er 1 og lodret halvakse er 3.
) (

d) Centrum er i (2,0), vandret halvakse er 2 og lodret halvakse er 1.
Lgsning 3.8.1

a) y=3w?—2

b) y =3z? — 4+ it

c) Viser at N(t) er en parabel da ligningen har formen y = az? + bx + c.
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Lgsning 3.8.2
a) Ved at taste ligningen ind i GeoGebra og hgjreklikke kan den omskrives
til ellipseform:
(=37, =4 _

= 1.
4 9
Altsa er niveaukurven en ellipse.

b) Centrum er (3,4), den vandrette halvakse er 2 og den lodrette halvakse er
3.

c)

6- N(120)

Lgsning 3.8.3

a) Vi regner m og far 18. Da a < 0 og ¢ < 0 kan vi ud fra seetning 3.8.2
konkludere at niveaukurverne N (t) er ellipser for ¢ < 18

b) Da 10 < 18 og N(t) er en ellipse for t < 18, ma N(10) veere en ellipse.
c)
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47 N(10)
3_
2_
1_
x
1 2 34567 8 9
Lgsning 3.8.4
a) Minimum
b) (5,5).
c) 0.
Lgsning 3.8.5

a) Niveaukurverne er ellipser, men ikke cirkler, s& a og ¢ har samme fortegn,
men er forskellige. Funktionen har et frit minimum, sa a > 0 og ¢ > 0.

b) Niveaukurverne er parabler, s ¢ = 0. Da et hgjt niveau, svarer til en lav
placering (langs y-aksen) af parablen ma d < 0. Da der er tale om konvekse
niveaukurver har a og d forskelligt fortegn, hvilket betyder at a > 0

¢) Niveaukurverne er parabler, sa ¢ = 0. Da et hgjt niveau, svarer til en lav
placering (langs y-aksen) af parablen ma d < 0. Da der er tale om konkave
niveaukurver har a og d samme fortegn, hvilket betyder at a < 0

d) Niveaukurverne er cirkler, sa a og ¢ er ens. Funktionen har et frit maksi-
mum, sa a < 0 og ¢ < 0.

Lgsning 3.9.1
a) Vis mig det.
Lgsning 3.9.2

a) Vis mig det.

Lgsning 4.2.1
a) y=0,78z + 1,58
b) R? = 10,69
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L L

X-variabel 1 Residualplot

2 —_
. i *
X 1 *
Residualer) 28
'u ﬂ T T T 1
-0,35593 'E 4 * 2 4 6 2
1,084746 | = -1 1 .
-1,47458 2
' D,?JE?E'E H"ﬂ"ﬂfiﬂhE' 1
c) 1 -
d) [—2,89;4,45]
Lasning 4.4.1

Kolonne 1 Kolonne 2 Kolonne 3
|Kolonne 1 1

|Kolonne 2 -0,35624 1

kKolonne 3 0,190937 0,046533 1

) T ==,

b) Nej Der er ikke korrelation mellem de forklarende variable.

Lgsning 4.5.1
a) Vi har fglgende model:

ﬁ = 2,0 + O,35.CU1 — 14:62,

hvor ¢ er den forventede karakter, x; er tiden brugt pa lektier og x5 er
fraveeret. Pga. antallet af observationer er det svaert at sige om residualerne
er normalfordelte samt om variansen er konstant, men det ser ok ud. Vi
kan se at residualerne har en middelveerdi pa 0. Da der ikke er tale om
en tidsserie undersgger vi ikke for uafthengighed mellem residualer. Der
er ikke korrelation mellem de to forklarende variable. Da vi yderligere har
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en hgj determinationskoefficient konkluderer vi, at vi har fundet en model
som beskriver data godt.

Lgsning 4.6.1
a) 7 f(x,y) =1o0g £ f(x,y) = -1
b) gif(x,y) = 3%y og g f(x,y) = 22y

Lgsning 4.6.2

De partielle afledede er:
a) %f(a,b) =2+ % og %f(p,q) = 2ab
b) 5 f(p.a) = =3 og 5. f(p.q) = ¢

Lgsning 4.6.3
a) (—5,—5)
b) (1,0)

c) (0,—1)

Lgsning 4.6.4
a) 2 f(a,b) = 10a — 8b+ 22 og & f(a,b) = —8a + 10b — 50.
b) (5,9).

Lgsning 4.7.1
a) fla,b) =(—a—b+4)*+(—2a—b+2)?+ (—4a — b+ 5)*

b) 2 f(a,b) = 42a + 14b — 56
2 f(a,b) = 14a + 6b — 22

c) y=05r+25

Lgsning 4.7.2
a) fla,b) = (=b)*+(—a—b+1)2?+(=2a—b+4)>+ (=3a — b+ 5)?

b) 2 f(a,b) = 28a+ 12b — 48
9 f(a,b) = 12a + 8b — 20
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d)
Li|Yi| €i
0[0] 0,2
11[-0,6
2141 06
315|-0,2
Lgsning 4.8.1

a) Fglgende regressionsmodeller har ifglge artiklen samme R?:

Y1

T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18

X4 Xo
@
12 12
10 10
@
= e s0® = 8
6 - 61 @
4 4
T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18
Xa X4

Vi ser at data i det gverste hgjre hjorne folger en parabel, og beskrives
derfor darligt med den linezere model. Data gverst til venstre er til gengeeld
godt beskrevet med en linezer model. De har samme R? og det mé betyde
at vi har brug for mere end R? til at vurdere om vi har fat i den rigtige
model.

b) Selvom R? er lav kan der godt veere en klar lineser tendens. Data fra
artiklen har R? = 0,67, hvilket jo ikke er super hgjt, men der er en klar
lineser tendens i modellen gverst til venstre og derfor er det rimeligt at
beskrive data med den linesere model.
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T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 B8 10 12 14 16 18 4 6 B 10 12 14 16 18
X4 Xo

T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18
X3 X4

Lgsning 4.8.2

a) R? = 0,25, hvilket betyder at 25% af variationen i y-veerdierne kan forkla-
res ved hjeelp af modellen.

Lgsning 5.1.1

a) En eksponentiel funktion har forskriften f(x) = b-a”. Altsa der byttet
rundt pa z og a.

Lgsning 5.1.2

a) Potensfunktion, a =5 og b = 2.

b) Potensfunktion, a =3 og b = 1.

c¢) Ikke en potensfunktion.

d) Potensfunktion, a =1 og b =1

e) Ikke en potensfunktion.

f) Ikke en potensfunktion.

g) Potensfunktion, a = 0 og b = 4

h) Potensfunktion med a = 3 of b =1

i) Potensfunktion med a = -4 of b=7
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Lgsning 5.1.3
a) Lineeere funktioner f(z) = azx + b, hvor a > 0 og b = 0.

b) Polynomier, hvor koefficienten til hgjstegradsleddet er positiv og resten af
koefficienterne er nul.

c) Alle positive konstante funktioner.

Lgsning 5.1.4
a) 0<a<l1
b) b=3

Lgsning 5.1.5
a) Dm(f) =]0; oo[ og Vm(f) =]0; 00|
b) Dm(f) =]0; 00[ og Vm(f) =b

Lgsning 5.1.6
a) Opfattet som potensfunktion:

Y

4

3_

,. f

1-

O— | | — T

1 2 3 4
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b) Opfattet som potensfunktion:

Denne graf kaldes ogsa for en hyperbel.

Lgsning 5.1.7
a) r = 3,05
b) v =4,35

Lgsning 5.1.8
a) f(z) = 3a’

Lgsning 5.1.9
a) a = 0,66, b = 0,085
b) 1,89 kg.
c) 70 kg.

Lgsning 5.2.1
a) Selvfolgelig har jeg ret.
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b) Ja

¢) Nej, men y-veerdierne ville sa bare fa en anden fast procentvis vaekst.

Lgsning 5.2.2
a) 10%
b) 100%
c) f(120) = 242

Lgsning 5.2.3
a) n(x) = 267793z~ %76
b) ca. 157.000 (modellen giver 157.421)
c) De tjente over $1,5 mio. (modellen giver 1470434).

Lgsning 5.2.4
a)

y-veekst: fast veerdi | y-vaekst: fast procent

x-vaekst: fast veerdi | Lineeer Eksponentiel
x-veekst: fast procent | Logaritmisk Potens
Lgsning 5.3.1

a) Vi starter med at vise at f gar igennem punktet (1,b). Det er nemt. Vi
regner bare funktionsveerdien i x = 1: f(1) = b - 1¢ = b Altsa gar grafen
igennem punktet (1,b).

Vi vil nu vise vaekstegenskaben. Vi veelger et vilkarligt xy. Lader vi xg
vokse med med r-100%, bliver z til zo-(1+7). Vi regner nu den procentvise
vaekst (som decimaltal) i y-veerdierne:

ny — gammel

gammel

Vi skal finde vaeksten fra f(xg) til f (xo- (1 + 7)), sa vi skal regne

f(zo- (1+7)) — f(z)
f(fo)

338



Vi indsaetter forskriften:

b (w- (1+7))" — b-ag
b-xf

og forkorter med b:
(xo- (1+7)" — a3
T

Vi bruger potensregnereglen (a - b)? = a? - b?:

tf - (1+7)" — af

2

og forkorter med x{:
(1+7)"=1)

Altsa er den procentvise vaekst ((1+7)* —1) - 100%, hvilket var det vi
gerne ville vise.

Lgsning 5.3.2

a) Qv - intet facit. Vis det til din leerer og han/hun bliver imponeret. Det
gor jeg i hvert fald.

Lgsning 6.1.1

a) Det er en cirkel med centrum i (0,0) og radius r = 1.

Lgsning 6.1.2

a) Vi ved at omkredsen af en cirkel er bestemt ved formlen O = 27r og da

radius i enhedscirklen er 1, ma enhedscirklesn omkreds veere O =27 -1 =
2T

Lgsning 6.1.3
a)
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Lgsning 6.1.4
a)

Lgsning 6.1.5
a) R,=1(0,1)

dhY
N

NI

N
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Lgsning 6.1.7
a) (0,1)
b) (=1,0)
c) (0,1).
d) ca. (—0,4;—0,9).
Lgsning 6.1.8
a) Sadan her.

x| 0°]45°190° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
T T 3T 5T 3T 7T
|0 T 9| T | ™| 7| 3% | 1 |27
Lgsning 6.2.1

a) cos(m) = —1, sin(m) = 0 og tan(mw) =0
) cos(—2m) =1, sin(—27) = 0 og tan(—27) =0

c¢) cos(135°) = —0,7, sin(135°) = 0,7 og tan(135°) = —1
) (—2) = —0,4, sin(—2) = —0,9 og tan(—2) = 2,2
) cos(

341

) =
c0s(90°) = 0, sin(90°) = 1 og tangens er ikke defineret.




Lgsning 6.2.2

a)
Y
1 -
Mﬂ'
f(z) = sin(z)
b)
Y
1 -
m 2T
f(z) = tan(z)
Lgsning 6.2.3

a) Perioden for sinus er 27

b) Perioden for tangens er .

Lgsning 6.3.1
a) cos(45°) = 0,71
b) sin(90°) =1

)
c¢) sin(90) = 0,89
d) tan(—2) = 2,19
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Lgsning 6.3.2
a) Definitionsmaengde: [0; 20]
b) Veerdimaengde: [—2; 6]
¢) Nulpunkter: z = 6,76, x = 10,95 og = = 19,33
d) Fortegnsvariation:
f er positiv i ]0; 6,76[U]10,95; 19,33]
f er negativ i ]6,76; 10,95]
fernulix=6,76, x =10,95 og = = 19,33]
e) Monotoniforhold:
f er voksende i [0;2,58] og [8,86; 15,14]
f er aftagende i [2,58;8,86] og [15,14; 20|
f) Ekstrema:

f har globalt maksimum i x = 2,58 og x = 15,14 med maksimumsvaerdi
6.

f har lokalt minimum i x = 0 med minimumsveerdi 3,12.

f har global minimum i i 8,86 med minimumsvaerdi —2.
g) Krumningsforhold:

f er konkav i1 [0;5,72] og [12; 18,28]

f er konveks i [5,72;12,18] og [18,28;20]
h) Vendetangenter:

y=—2x+ 13,43

y =2x — 22

y = —2x + 38,57

Lgsning 6.3.3
a) Lgsningen er leengden af det grgnne stykke:
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d

b) z=1,3
c) x =127

d) Lgsningen er leengden af det gronne stykke MEN, med negativt fortegn:
)

0%3 1

1N

Lgsningen er x = —1,27

e) v=127T4+p-2r V ax=-127+p- - 2rm

Lgsning 6.3.4

a) Lgsningen er lzengden af det grgnne stykke:

Y
1
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b) z=2
c) =198

d) Lgsningen er leengden af det gronne stykke, MEN med negativt fortegn:

Y
1

T
0.4 1

Lgsningen er x = —1,98

e) t=1984+p-2r VvV x=-198+p- 27

Lgsning 6.3.5
a) Lgsningen er lzengden af det grgnne stykke:

0,74--->

b) z=0,8
c) x=0,78
d) Lgsningen er laengden af det gronne stykke:
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- O;’Zl-

Lgsningen er x = 2,37
e) t=078+p-2r V x=237+p-27

Lgsning 6.3.6
a) t=—-064+p-2rVx=0064+p- 27
b

r=—198+p-2rVxr=198+p- 27

c) z=064+p-2rVr=250+p- 27
L=10

tan(z) =1,11+p-x

o

)
)
)
)

Lgsning 6.3.7
a) 1 = —1,02 og 7 = 0,02

Lgsning 6.3.8
a) f/(x) = —sin(x)

()
'(x) = cos(x) - & + sin(x)
() = —10sin(2x — 1)

Lgsning 6.3.9
a) Se gvelse 6.3.2

Lgsning 6.5.1
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a) a = 6,76
b) Den modstaende katete er 1,81 og den sidste vinklen er 75°
Lgsning 6.5.2
a) v =53,13°
b) Den sidste vinkel er 36,87° og hypotenusen er 5
Lgsning 6.5.3
a) Dm(f) = R (der er ikke nogle tal som man ikke kan seette ind i forskriften)
b) Vin(f) = [7:7
Lgsning 6.5.4
a) a =2

c) b=4

Lgsning 6.5.5

a) Betragt et vilkarligt tidsrum At. Frekvensen angiver antallet af svingnin-
ger pa et sekund, sa den ma veere givet ved

__Antal svingninger i Igbet af At
B At

f

Hvis nu veelger At =T far vi

_Antal svingninger pa en periode
N T

men pa en periode er der pr. definition 1 svingning, sa

1
I=7

Lgsning 6.5.6

a) Frekvensen f kan regnes ud fra perioden 7" med formlen:
1
=7
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2

.-, sa det kan vi

Perioden kan regnes ud fra vinkelfrekvensen ved T =
indsaette i stedet for perioden:

1
f=
b

Vi forleenger den store brgk med b:

b
U=
Lgsning 6.5.7
)a=3
b) T =4n
c) b=0,5
d) c= -3
Lgsning 6.5.8

a) Grafen forskydes med d langs y-aksen. Er d positiv forskydes grafen op,
ellers forskydes den ned.

b) d
c) T =8r
d) a=3,0=0.25 ¢=0,757
e) f
Lgsning 6.5.9

a) Vis mig det.
b) Vis mig det.

Lgsning 6.5.10
a) Sadan her f.eks:
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Lgsning 7.1.1
a) 4

Lgsning 7.1.2
a)

O

ST
+
Sl

S]]
+
Ol

AN
+
Oy
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Lgsning 7.1.3
a)

Lgsning 7.1.4

Lgsning 7.1.5
a) Betragt figuren:

Jeg har placeret @ — b som vi pr. definition konstruerer den. Da b og —b er
parallelle og lige lange er figuren et parallelogram. Det folger at de to rgde
vektorer peger i samme retning og er lige lange, og derfor er = a — b.
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Lgsning 7.1.6

a) Vi har allerede (gvelse 7.1.5) gjort rede for at @ — b ligger som den rgde
vektor.

Da figuren er et parallelogram ma b ogsa ligge som vist her med brun:

Nu ligger bi forleengelse af @ og derfor ma den grgnne vektor veere a + b.

Lgsning 7.1.7
a)

—3a

«

Lgsning 7.1.8

—

a) U= —a

u

Lgsning 7.1.9
a) En vektor er et objekt med en stgrrelse og en retning
b) Nulvektoren er en vektor med laengde pa nul. Den tegnes som en prik.

¢) En egentlig vektor er en vektor som ikke er nulvektoren, dvs. den en leengde
der er stgrre end nul.

d) En repreesentant for en vektor er nar vi tegner vektoren en i et koordi-
natsystem. Vi kan leegge den alle steder og derfor er der uendelige mange
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repraesentanter for en givet vektor.

Lgsning 7.2.1
a)

o

S

o

Lgsning 7.2.2
s bd 3
a) d+b=
0
- 1
b) d—b=
2
4
c) 2-d=
2
Lgsning 7.2.3
1
a) AB =
2
—1
b) BA =
—2
2
c) OA =
—1
Lgsning 7.2.4
a) =5

)
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Lgsning 7.2.5
a) ag = 12
Lgsning 7.2.6
a) [d] = 1

b) bl = /5
) | =2
Lgsning 7.3.1

a) @-b=1
Lgsning 7.3.2

a) a; = —4

Lgsning 7.3.3

Lgsning 7.3.4
a)

Lgsning 7.3.5
F.eks.

a)
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b
‘\6_7:
b)
‘\C—L’ 7
c)
'\5 {
d)
'\5 V‘
Lgsning 7.3.6
a) @-b=23
Lgsning 7.3.7

a) Vinklen mellem @ og b er 78,46°

Lgsning 7.3.8
a) Vinklen mellem @ og b er 109,44°

Lgsning 7.3.9

a) Du viser mig lgsningen

Lgsning 7.3.10
a) @-b=|a|bs] =10-4 = 40.

Lgsning 7.3.11

—

a) @-b=—|a|lbs] ~ —2,6- 5,4~ —14.
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Lgsning 7.4.1

Ldsning 7.4.2
a)

S
ST
I
-
(=l S
N Sy
~
—
=] )
) —
~

0g

I
QP
Sy
I
|
) Q
) [
~
-~
(=) ()
[\ —
~

—Qa9 bl

aq bg
= — (—ag'b1+a1 bg)
:a2°b1—a1'bg

QP
Sl

Vi ser at de to resultater er ens og vi konkluderer at b-G=—

Lgsning 7.4.3
a)
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Lgsning 7.4.4
a) A=1
Lgsning 7.4.5

a) A=1

Lgsning 7.4.6

a) Du viser mig det.

Lgsning 7.5.1

P

a) Vi skal vise at (t@) - b = t(b- a@).

Venstre side:

I

4~ <~

) =)

[N} —
~
—

(=l (el

N\ =
~_

=ta1 bl + tCLQbQ
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Hgjre side:

()]

:t(albl + CLQbQ)
:ta1b1 + tagbg

Vi ser at de to sider er ens.

Lgsning 7.5.2

O

a) Viskal viscat @- (b+&) =a-b+a-

. b
7. (b—l—E) _ ay . 1 n C1
a9 bg Co
B aq bl +Cl)

a by + 2

Venstre side:

=a1(by + c1) + az(by + ¢2)
=a1by + aic1 + agbs + azco

. ai b1 ai C1
a-b+da-c= - + :

:a1b1 + a2b2 + aic1 + asce

Hgjre side:

Vi ser at de to sider er ens.
Lgsning 7.5.3

a) Vis skal vise at @ - d = |a|*.
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Venstre side:

Hgjre side:

=a10a1 + 209

2 2
=aq + ag

2
a* = (Vai + a3)

2 2
=aq + ay

Vi ser at de to sider er ens og alt er godt.

Lgsning 8.1.1

a) Det er en cirkel med centrum i (0,0) og radius r = 1.

Lgsning 8.1.2

a) Vi ved at omkredsen af en cirkel er bestemt ved formlen O = 271 og da
radius i enhedscirklen er 1, ma enhedscirklesn omkreds vaere O =27 -1 =

2T

Lgsning 8.1.3
a)
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Lgsning 8.1.4
a)

Lgsning 8.1.5
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Lgsning 8.1.7
a) (0,1)
b) (—1,0)
c) (0,1).
d) ca. (—0,4;—0,9).

Lgsning 8.1.8
a) Sadan her.

x| 0°]45°190° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
3 %S 3 Vs

8
o
INE
V]
s
3
|
|
|
N
3

Lgsning 8.1.9
a) Der gar ca. 57° pa en radian.

b) Der gar ca. 0,017 radianer pa en grad.

Lgsning 8.1.10

v

180°

__ 180°-
b) V= Tx

a) r =

Lgsning 8.2.1
a) cos(m) = —1, sin(m) = 0 og tan(mw) =0
cos(—2m) = 1, sin(—27) = 0 og tan(—27) =0
) ~ —0,7, sin(135°) ~ 0,7 og tan(135°) ~ —1
)~ —0,4, sin(—2) ~ —0,9 og tan(—2) ~ 2,2
c0s(90°) = 0, sin(90°) = 1 og tangens er ikke defineret (hvorfor?).

360



Lgsning 8.2.2
a)

f(x) = tan(z)

Lgsning 8.2.3
a) Perioden for sinus er 27

b) Perioden for tangens er .

Lgsning 8.2.4
a)
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e) De er begge ca. 08. Det fremgar af symmetrien i tegningen at de er ens.

Lgsning 8.2.5

a) sin(60°) = ‘/7§
Lgsning 8.3.1

a) a~ 15

Lgsning 8.3.2
a) Dm(f) = R (der er ikke nogle tal som man ikke kan szette ind i forskriften)
b) Vin(f) = [7;7]

Lgsning 8.3.3

a) Perioden er 47

Lgsning 8.3.4
a) Vi ganger fgrst med b pa begge sider:
2T
bl = b—
b
Vi reducerer hgjresiden:
bl = 2
og deler med T' pa begge sider:
2T
[
T



Lgsning 8.3.5

a) Vinkelfrekvensen er b = 1.
Lgsning 8.3.6
a) Formlen b = 2% viser at T' gar b gange op i 2w. Hvert T svarer til en

svingning, sa der er altsd b svingninger pa 2.

Lgsning 8.3.7
a) a~ 2
b) T'~ 73
c) b~4
d) b4
Lgsning 8.3.8

a) Betragt et vilkarligt tidsrum At. Frekvensen angiver antallet af svingnin-
ger pa et sekund, sa den ma veere givet ved

_Antal svingninger i lpbet af At
B At

Hvis nu veelger At =T far vi

Antal svingninger pa en periode
T

f =

men pa en periode er der pr. definition 1 svingning, sa

1
=7

Lgsning 8.3.9

a) Frekvensen f kan regnes ud fra perioden 7" med formlen:
1
I=7

Perioden kan regnes ud fra vinkelfrekvensen ved T" = 2{, sa det kan vi
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indsaette i stedet for perioden:

=9
b
Vi forleenger den store brgk med b:
b
/=5
Lgsning 8.3.10
a) a =3
b) T =4n
c) b=10,5
d) c= -3

Lgsning 8.3.11

a) Grafen for cosinus fremkommer ved en forskydning af grafen for sinus med
5 til venstre

b) f(x) = sin(x + 7).

Lgsning 8.3.12

a) Grafen forskydes med d langs y-aksen. Er d positiv, forskydes grafen op,
ellers forskydes den ned.

b) d=1
c) T =8n
d) a=3,06=0.25 ¢=0,757
) f=
Lgsning 8.4.1

a) Sadan her f.eks:
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Lgsning 9.1.1
a) Vinklerne v og u er ensliggende og vinklerne w og s er ensliggende.

b

Vinklerne r og s er topvinkler og vinklerne u og t er topvinkler.

d) (v,w), (r,u), (u,s),(s,t),(t,r) — altsa 5 seet.

)
c) Ingen af dem haha.
)
e)

Vinklerne v, u og t er ens. Vinklerne w, r og s er ens.

Lgsning 9.1.2
a) Vi indtegner to nye vinkler u og ¢

Viser at t = v da de er ensliggende. Da t og u er topvinkler er t = u. Altsa
er v =u. Da u og w er ensliggende er u = w. Vi konkluderer at v = w.

Lgsning 9.1.3
a) C' =130°
b) C er stump.
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Lgsning 9.1.4

a) Da den rgde linje star vinkelret pa den bla, ma i og v veere komple-
mentvinkler. Dvs. ¢ +v = 90°, s v = 90° — 1.

b) Betragt vinklen z til hgjre i figuren:

Vinklen ma veere komplementvinkel til b, da det orange linjestykke star
vinkelret pa det grgnne. Men x ma ogsa vaere komplementvinkel til w, da
det rgde linjestykke star vinkelret pa det det bla. Derfor geelder

r+b=90° og z+w=90°

Sa x4+ b = x 4+ w og derfor ma w = b.
¢) u=90°— b, da vinkelsummen i trekanten er 180° og w = b.

d) t =1, da vinkelsummen i trekanten er 180° og v = 90° — 1.

c)
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1 90° — 1

90° —b b
b
Lgsning 9.1.5
a) Vi tilfslger nogle vinkler:
2
1
= %

Den bla vinkel ma vaere 90° — #, da vinkelsummen i trekant 1 skal veere
180°.

Den rgde vinkel ma veere 90° — 6, da den er topvinkel til den bla.

Den grgnne vinkel ma veere 6, da vinkelsummen i trekant 2 skal veere
180° og den rgde vinkel er 90° — 6 (og den sidste vinkel er 90°, da den er
topvinkel til den rette vinkel overfor).

Altsa:
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Lgsning 9.1.6

a) Oje til lineal: 60 cm = 0,6 m
manens radius: 1737,4km = 1737400 m
manen pa lineal: 5,4 mm = 0,0054 m

b) Det er reglen om ensvinklede trekanter.

c) Afstanden er omkring 380,000 km. Hvis du har faet det halve er det maske
fordi du har glemt at det er diameteren og ikke radius som udggr den ene
side i den store trekant.

Lgsning 9.2.1
a) sin(60°) = 0,87
b) v =44,4°
Lgsning 9.2.2

a) a = 6,76
b) Den modstaende katete er 1,81 og den sidste vinklen er 75°

Lgsning 9.2.3
a) v=>53,13°
b) Den sidste vinkel er 36,87° og hypotenusen er 5

Lgsning 9.2.4

a) Trekant ABD er retvinklet sa vi kan regne sin(i) = %. Ved at gange med
AD pa begge sider fas det gnskede resultat.

b) Fas pa tilsvarende made som a) men bare ved at kigge pa trekant AC'D.
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c) Vi bruger resultaterne i a) og b):

BD  AD -sin(i)  sin(i)

AC — AD -sin(b)  sin(b)

Lgsning 9.2.5

a) I den farvede retvinklede trekant geelder sin(f) = % Ved at gange med F

pa begge sider fas det gnskede resultat.

b) I den farvede retvinklede trekant geelder cos(f) =
F pa begge sider fas det gnskede resultat.

Lgsning 9.2.6
a) Betragt den grgnne trekant:
()
1
d
v x
1
Vi bruger formlen
modstaende katete
tan(v) =

~ hosliggende katete

pa vinklen v og den grgnne trekant. Det giver:
d
tan(v) = i

Dvs.
d = tan(v)
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Lgsning 9.2.7
a) Sperg mig, hvis du er i tvivl.

Lgsning 9.3.1
a) B =34,13°

b) Ja, man udnytte at vinkelsummen i trekanten er 180°.

Lgsning 9.3.2
a) A=4141°
b) B = 55,77°
c) C'=82,82°

Lgsning 9.3.3
a) c¢; = 13,56 eller ¢y = 3,76.

b) Den ene trekant har B; = 45,59 og C; = 104,42. Den anden har By =
134,42 og Cy = 15,59

c)

A

Lgsning 9.3.4

a) Vi bruger cosinusrelationerne pa den grgnne trekant:
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T2

T1

Den grgnne vinkel ma veere 90° — v, da den er komplementvinkel til ¢
b) (r1)? = (%)2 +7r2—d-r-sin(p)

c) Geres pa tilsvarende made som i spergsmaél a), bare ved at betragte tre-
kanten udspeendt af r og rs.

d) (r9)? = (g)Q +r2+d-r-sin(p)
e) (ro)? — (r)?>=2-d-r-sin(p)

f) Folger af kvadratseetning (a+b)(a—b) = a?—b%. Hvis du ikke kan genkende
den sa sgg pa "kvadratsaetninger” i mathhx-b-bogen.

g) Hvis den bla linje er meget laengere end den rgde ma forskellen mellem
r1 og 19 veere meget lille sammenlignet med stgrrelsen pa rp og ro. Sa nar
man leegger dem sammen, sa ggr det ikke den store forskel om man skriver
r1, ro eller r3. Derfor kan vi skrive 2r i stedet for r; + ry udtrykket

(ra)* = (r1)? = (ra 4+ 71)(ra — 1)

h) I delspgrgsmal e) har du vist at (r9)?—(r1)? = 2-d-r-sin(p). I delspgrgsmal
g) har du vist at (r2)? — (r1)? ~ 27(ry — r1), nar den bld linje er meget
leengere end den rgde. Kombiner de to og du far det gnskede.

i) Vi deler med 2r pa begge sider af lighedstegnet.

Lgsning 9.3.5
a) =a*+b—2-a-b-cos(C)
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b) ¢ = a® + b?

c) Pythagoras’ leeresaetning.

Lgsning 9.3.6
a) Sperg mig.

Lgsning 9.3.7
a) 125,25
b) ¢= 17,16

Lgsning 9.3.8
a) a = 20,67 og b= 27,85

Lgsning 9.3.9
a) sin(B) = 0,7142857143
b) B = 45,5846914028
c) By = 134,42
)

Lgsning 9.4.1
a) Vis mig det.
b) Vis mig det.
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