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Kapitel 1

Grundlaeggende
matematik

I dette kapitel skal vi se pa grundlaeggende matematik, som er en forudsatning
for de egentlige emner. Meget af det burde vaere kendt fra folkeskolen.

1.1 Hovedregning

Stgrre regnestykker vil vi altid regne pa computer eller lommeregner. Men det er
ngdvendigt, at kunne lidt hovedregning ogsa, da dele af undervisningen foregar
uden hjaelpemidler. Desuden er hovedregning en forudseetning for bogstavregning,
som fylder meget pa HHX.

Plus, minus, gange og dividere

Man skal gange og dividere inden man laegger til og trackker fra. P4 HHX skriver

vi altid division med en brgkstreg. Sa vil vi skrive 20 divideret med 5, skriver vi
20
=

2—-3-5=2-15=-13



Dvelse 1.1.1

Regn uden brug af lommeregner /computer:

a) 4+5-2
b) 7—2+3-2-5
c) 4— 3942

I udtryk med brgker regnes forst teaeller og neevner, sa divideres, og sa regnes
resten.

Dvelse 1.1.2

Regn uden brug af computer/lommeregner:
a) 3- 160%42 + 2
b) & +7
c) 2+ 352 -2.3

Jeg har erfaring med at visse simple divisionsstykker kan veaere udfordrerne for
eleverne.

wW|w
I
—_

|~

= 2 (hvis du er forvirret, sa teenk over hvor mange gange 0,5 gar op i 1)

o

olut vl ©
I
@)

kan ikke regnes. Man kan ikke dele med 0.

Laeg meerke til at man godt kan dividere nul med noget, men man kan ikke dividere
noget med nul.



Dvelse 1.1.3

Beregn uden brug af lommeregner /computer:

a)
b

C

o,

‘w Llo | Sl =

)
)
)
)

(&

=
o
t

Fortegn (plus og minus)

Ganger eller dividerer man to ens fortegn far man plus. To forskellige giver mi-
nus.

2.6 =12
—2.6=—12
2. (—6) = —12
—2-(=6) =12

Laeg maerke til at —6 star i parentes i de to nederste regnestykker. Det er fordi,
det er forbudt at skrive 7-—", altsa det er forbudt at skrive et gangetegn og et
minustegn lige efter hinanden.

Hvad sa med —4 — 37 Giver det mon sa ogsa plus? Der er jo to minustegn?. ..
svaret er NEEEEEEEEEEEEEEEEJJJJ. Vi regner —4 — 3 = —7. Sa det er kun
ved gange eller division at to ens giver plus.



Dvelse 1.1.4

Beregn uden brug af computer/lommeregner:

Potenser

Vi far brug for at regne med potenser. En potens er tal som f.eks. 32 (3 i anden)
eller 53 (5 i tredje) og vi husker, at 3% regnes ved at sige 3> = 3-3 = 9 og
53 = 5-5-5 = 125. Man regner potenser for man ganger, dividerer, laegger sammen
og traekker fra.

24+ 6" =16+ 6 = 22

Dvelse 1.1.5

Beregn uden brug af lommeregner /computer:




Radder

Rgdder er "det omvendte af potenser”. I kender sikkert kvadratroden fra folkesko-
len. Man bruger kvadratroden, hvis man har et tal, der er sat i anden, og gerne
vil finde det oprindelige tal. F.eks. er /16 = 4 fordi 4> = 16. Godt nok er (—4)?
ogsa 16, men kvadratroden er altid det positive tal.

Man kan ikke tage kvadratroden af et negativt tal, da noget i anden altid giver et
positivt tal. Hvis du ikke forstar den forklaring sa sporg.

Dvelse 1.1.6
Regn uden at bruge lommeregner:
a) V9
b) V4
c) V1
d) V-4
e) V0

Der findes andre rgdder end kvadratrgdder. Har man et tal der er sat i tredje, og
vil man gerne finde det oprindelige tal, kan man tage den tredje rod. F.eks. far
vi den tredje rod af 8 til at veere 2, fordi 2-2 -2 = 8, og vi skriver /8 = 2. Da
kvadratroden er ”"den anden rod”, kan vi skrive f.eks. v/9 som /0.

@velse 1.1.7
Bestem fglgende rgdder:

a) v25

Det er generelt sveert at regne rgdder i hovedet. Det er f.eks. sveert at regne v/5
uden en lommeregner.



Dvelse 1.1.8
a) Hvordan siger man /77

Regningsarternes hierarki

Vi har allerede set, at man skal gange og dividere, fgr man laegger til og trackker
fra. Men hvad med potenser og rédder? Man skal udfgre de forskellige operationer
i fglgende reekkefolge:

1. Parenteser samt taeller og naevner i brgker.
2. Potenser og rgdder.
3. Gange og dividere.

4. Plus og minus.

2:32-5.2=2-9-5.2=18—-10=38

Dvelse 1.1.9

Regn uden brug af lommeregner:

Maske regnede du —3% forkert? Det er maske den mest almindelige fejl pa hhx.
Der star IKKE tallet —3 sat i anden. Der star 32 med et minus foran. Vil man
skrive tallet —3 i anden skriver man (—3)2. Vi tager en til gvelse med det:

@velse 1.1.10
Regn

a) —22

b) (=2)°
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Naeste underafsnit er markeret med et (A). Det betyder at man skal regne det,
hvis man overvejer at tage A-niveau matematik.

Numerisk vaerdi (A)

At tage den numeriske veerdi betyder, at "fjerne minusset hvis der er et”. Man
skriver den numeriske veerdi med to lodrette streger ”| |”.

Vi vil tage den numeriske veerdi af 5. Der er ikke noget minus, sa den numeriske

veerdi af 5 er 5. Vi skriver
5] =5

Vi prgver nu at tage den numeriske veerdi af —5. Der er et minus, sa det fjerner
vi og far dermed 5. Altsa:

| —5|=5
@velse 1.1.11
Regn
a) [ —3]
b) [2|
c) [7(2 = 3)|

Man kan teenke pa den numeriske veerdi af et tal, som afstanden fra tallet til nul.
Den numeriske veerdi af —5 er 5 fordi at —5 har en afstand pa 5 indtil nul, hvis
man tegnede —5 og 0 pa en tallinje.

Vi slutter af med et ekstraafsnit om brgker. Hvis matematik ikke er ens yndlings-
fag, kan man godt overleve Mat-B uden at veere supergod til brgkregning, men vil
man have en solid forstaelse (eller vil man have Mat-A), sa anbefaler jeg, at man
regner afsnittet samt det tilsvarende ekstraafsnit under bogstavregning.

Ekstraafsnit om brgker

I dette afsnit skal vi se pa almindelig brgkregning, som burde veere kendt fra
folkeskolen. Her er et eksempel pa en brgk.

3

4
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Det gverste tal kaldes teelleren og det nederste kaldes nsevneren. Mange glemmer,
hvad der er hvad, sa her er en huskeregel:

Top  Teller
Nederst  Nezevner

Forlaenge og forkorte brgker

Man forleenger en brgk ved at gange med det samme tal i bade tealler og naev-
ner:

Vi vil forleenge breken % med 5.
3 35 15

4 4.5 20

Man forkorter en brgk ved at dividere med det samme tal i teeller og naevner.

Vi vil forkorte brgken %. Vi ser at 2 gar op i bade teeller og naevner, sa vi kan
forkorte med 2. Fgrst omskriver vi brgken, sa fremgar klart, hvad vi kan forkorte
med.

Dvelse 1.1.12
Nu er det din tur.

a) Forlaeng 2 med 3

b) Forkort &, sd den ikke kan forkortes mere.

Plus og minus

Skal man laegge to brgker sammen kraever det, at de har samme naevner.

Vi vil regne % + % Vi ser, at hvis vi forleenger den sidste brgk med 2, far vi

12



feellesnaevneren 6:

Kan man ikke lige se en feellesneevner, kan man forleenge den fgrste brgk med
navneren fra den anden og forleenge den anden brgk med naevneren fra den forste.
Det kan dog give en ungdvendig hgj feellesnaevner.

Man kan leegge et tal til en brgk ved at lave tallet om til en brgk:

Vi vil regne%+2. Dal = %, ma 2 1—74, sa,

4 14 18

T T

4+2
7

Vi har kun set eksempler med plus, men man ggr det pa samme made nar det er

minus.

@velse 1.1.13
Regn
a) ++1

on
N—
N g‘w 3|
_|_
NI\

|
ol

(@)
~~

Gange og dividere

Man ganger to brgker ved at gange taeller med teeller og neevner med naevner.

. . 1 5
Vi vil regne ; - 3.



Man ganger et tal pa en brgk ved at gange tallet op i teelleren.

Vi vil regne 5 - 1%.
.3 53 15 3
10 10 10 2
Laeg maerke til, at vi har forkortet brgken i sidste skridt. Man bgr altid aflevere
facit som en uforkortelig brgk.

Er man god til matematik, vil man regne stykket lidt smartere. Fordi 5 gar op
i naevneren vil H-tallet ga ud nar vi forkorter, og derfor kan man ligesa godt
"forkorte det ud” med det samme:

3 3
0T 52 % 59

Man dividerer to brgker ved at "gange med den omvendte”.

Vi vil regne:

Cﬁ\\]‘l\)\w

Vi bruger reglen med at "gange med den omvendte”. Dvs. at vi bytter rundt pa
teeller og naevner i den nederste brgk, hvorefter vi ganger de to brgker.

cn\ﬂ‘w\w

I
W N W
S go

I
i
\]

~J| ©o—

Reglen med at gange med den omvendte gaelder ogsa, nar vi dividere et tal med
en brgk

14



Vi vil regne

c,owk‘ (\)

Vi gor det ved at gange med den omvendte:

2 3 23 6 3
L =2.2=""_-_=
3 4 4 4 2
Ligesom i 1.1.13 kan vi ggre det smartere:
2 3 3 3 3
—_ = 2 — = 2 -« — = - — = —
5 4 22 272 2

Det ser maske ikke smartere ud, nar det star pa den made, men der skal regnes
mindre.

Man dividerer en brgk med et tal ved at gange tallet ind i nsevneren.

Vi vil regne:

[\ ‘cmoo

Her skal vi altsa bare gange naevneren i den gvre brgk med 2.

28 42 4.2 4
2 5-2 5-2 5-2 5
Dvelse 1.1.14
Regn
SRR
b) £.2

)
c)
)

)

OJ\U!‘C,O\H w\w‘cn W‘U\\w
=~

I stedet for at ga og huske alle brgkregnereglerne, kan man prgve at forsta dem,
sa man naste gang kan teenke sig frem til dem.

15



Hvis man ganger et tal med en brgk skal man gange ind i teelleren. Det kan
man godt forklare. Lad os sige, at vi har en pizza som er delt i 8 stykker. Lad
os sige, at du spiser 2 stykker. S& har du spist % af pizzaen. Hvis din ven spiser
det dobbelte af dig, sa spiser hun 4 stykker. Dvs. % af pizzaen. Sa

2 22 4

8 8 8
Den naeste gvelse er markeret som ”"Sveer”. Det er tilladt at springe sveere gvelser
over.

@velse 1.1.15 (Svzer)
I denne gvelse skal du overveje resten af brgkregnereglerne.

a) Lees ovenstaende eksempel og se om du kan argumentere tilsvarende for
de andre regneregler. Du behgver ikke at skrive dine argumenter ned. Det
er fint, hvis du bare har det i hovedet.

1.2 DBogstavregning

Gymnasiematematik er mere abstrakt end folkeskolematematik. Her regner vi ofte
med bogstaver, sa det er vigtigt at fa en god forstaelse for bogstavregning fra
starten af.

Reduktion

At reducere et matematisk udtryk betyder at skrive det pa en mere simpel form.
Vi vil reducere udtrykket a + b+ 2a — a.

Vi kan se, at a gar ud med —a sa:

a+b+2a—a=2a+b

16



@velse 1.2.1

Reducer
a) b+c—2a+a—c
b) a+a+a

c) b+x—x—0b

Vi husker at ab betyder a - b, og det kan ikke regnes sammen med a eller b.

Vi reducerer:

a+ab+ba—b=a+2ab—10 (fordi ab = ba)

@velse 1.2.2

Reducer
a) ab—a+a—2b+0b
b) bc+ cb
c) ab+ ab+ ba

Parenteser

En parentes betyder, at man skal regne det, som star i parentesen fgrst. Star der
et tal foran (eller bagved) en parentes, betyder det "gange”. Har vi f.eks. 2(5 + 3),
betyder det altsa 2 - (5 + 3).

234+2)=2-(3+2)=2-5=10

Dvelse 1.2.3
Regn
a) 2(3—1)
b) (5+2)3

17



Nar der optraeder bogstaver i regnestykket, kan man ikke altid regne parentesen
fgrst. Sa kan man i stedet benytte folgende regler:

o Man ganger ind i parenteser ved at gange i hvert led. Hvis du er i tvivl om
hvad det betyder, sa tjek eksemplet nedenunder.

o Plusparenteser kan bare ophaeves.

o Minusparenteser klares ved at skifte fortegn. Altsd man skifter plus til minus
og minus til plus.

Vi reducerer
a) 2(a+0b) =2a+2b
b

) a(b—c¢) =ab— ac

c) 5+(a—2)=5+a—-2=a+3
)
)

o

—(z+y)=-z—y

e) —2—a)=—-24+a=a—-2

Dvelse 1.2.4
Reducer
a) 3(z +y)
b) (a —b)2
c) 2+ (z+y)—3
d) —(v+ w)
e) a(2b+b) —ba — (2a — 2)

Faktorisering

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

At faktorisere betyder at skrive noget som et gangestykke. I praksis svarer det til
det modsatte af at gange en parentes ud. Dvs. i stedet for at ophaeve en parentes

tryller man en parentes frem.

18



Vi vil faktoriserer udtrykket 2z 4 2. Da 2 gar igen i begge led, kan vi saette det
ud foran en parentes:

2r 4+ 6 = 2(z + 3)
Vi tjekker, at det passer ved at gange parentesen ud:
2@ +3)=2x+6

Det passede. Udtrykket 2z + 6 kan altsa faktoriseres til 2(z + 3).

Dvelse 1.2.5
Faktoriser
a) dr +4
b) 3z — 15

Man kan ogsa faktorisere med bogstaver.

Vi vil faktorisere udtrykket 3a + 7ab. Vi ser at a gar op i begge led, sa vi kan
faktorisere med a
3a + Tab = a(3 + 7b)

Tjek selv, at det passer, nar man ganger parentesen ud.

Nogle gange er der flere mader, man kan faktorisere et udtryk.

Vi vil faktorisere udtrykket 2® — 2. Vi ser, at = gar op i begge led, s vi kan
y

faktorisere med x

r? — 2? = 2(2® — 1)

...men hmm i stedet for at faktorisere med z, kunne vi have veeret mere aggres-
sive (go big or go home) og faktoriseret med z2,
- a? =2 - 1)

Typisk vil man gerne have mest muligt ud foran parentesen.

19



Dvelse 1.2.6

Faktoriser fglgende udtryk mest muligt.
a) ab+ 2b
b)
c)
d)

xr° — 2x

2
3xt — 227 + 22

abc + bed + bex

Det fglgende ekstraafsnit forudseetter, at du har regnet afsnit 1.1. Det er et vigtigt
afsnit, hvis du gerne vil have en solid forstaelse.

Ekstra: Korrekt sprogbrug

Vi starter af med at indfgre nogle begreber.

Sum, differens og led

En sum er et udtryk pa formen
a+b+ct--

Her kaldes a, b, c... for led. En sum bestar altsa af to eller flere led adskilt af et
plustegn. En differens er et udtryk pa formen

a—>b
Her kaldes a og b ogsa for led.
Produkt, faktorer
Et produkt er et udtryk pa formen
a . b . C « o e

Her kaldes a, b, c, ... for faktorer. Et produkt bestar altsa af to eller flere fakto-
rer adskilt af gangetegn. Vi skriver ofte produkter uden gangetegn. Skriver vi ab
betyder det altsa a - b.

Potens, grundtal og eksponent

En potens er et udtryk pa formen

20



Her kaldes a for grundtallet og p for eksponenten.

Betragt udtrykket:
a(b+c)

Dette betyder a - (b+ ¢) og derfor er det et produkt bestaende af faktorerne a
og (b+ c). Den anden faktor, altsa (b+ c), er en sum bestéende af de to led b
og c.
@velse 1.2.7
Forklar hvordan udtrykket er opbygget.

a) 2ab

b) a— ab

c) ¢¥

Ekstra: brgker med bogstaver

Nar vi fremover stgder pa brgker, sa vil de ofte veere med bogstaver i stedet for
tal. Det er dog preecis de samme regler, der geelder.

Forlaenge og forkorte

Vi vil forleenge broken ¢ med 5.

a+b 5(a+b) 5Sa+5b
c  Be  be

Laeg meaerke til parentesen efter forste lighedstegn. Det er en almindelig fejl, at
man glemmer den. Glemmer man den, far man ikke ganget hele teelleren med
5, men kun fgrste del.

Vi vil forkorte brgken 4%.

2a 2a - 1 24 -1 1

dab  2a-2b  24-2b 2D

21



Hvis der optraeder flere led (vi husker at led er adskilt af plus og minus) i teeller
eller naevner, skal man forkorte i hvert led.

Vi vil forkorte brgken %

20+ 7a>  2a+Taa 2a+Taw 2+ 7Ta
ab ab ab b
Dvelse 1.2.8
Regn
a) Forleng broken “* med c.
b) Forkort brgken Z—i’

3

)
¢) Forkort brgken %
)

d) Forkort breken %tac—a

2a%+a

Plus og minus

2a+b

Vi vil regne =

- %. Vi forleenger fgrste brgk med b og anden brgk med a:

2a+b+4 (2a+b)b = 4a

a b - ab +%
(2a + b)b + 4a
ab
_ 2ab+ b + 4a

ab
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Vi vil regne § + ¢

a,, _a, c
b1
_a cb
b 1-b
_a, b
b b
_a+bc
b

Dvelse 1.2.9

Regn

a) ¢+7

SEY

c) §—2

d) gm— ¢

Gange og dividere

Néar man ganger eller dividerer brgker med flere led i teeller/nesevner, skal man
huske at ssette parenteser.

Vi vil regne a-%:
b+c alb+c) ab+ac

b b b

a
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Dvelse 1.2.10

Regn:
atb  a
a) c b
b at2 a

SEIV] @"

(@)
N—— N— N—
‘ L o

@
~—
w LN
|+
S}

SIS

—
~
::\»—A\r—

1.3 Meaengder

En maengde er en samling af ting. Tager man f.eks. tallene 1, 2 og 3, kan man
samle dem i en maengde M. Den mangde opskrives pa felgende made:

M ={1,2,3}

Tingene i meengden kaldes elementer. Maengden M bestar altsa af elementerne 1,
2 og 3. Man kan bruge tegnet "€” til at vise, at et element ligger i en maengde.
F.eks. kan vi skrive, at 2 ligger i M ved at skrive 2 € M. Parentesen "{}” kaldes
en Tuborg eller en krollet parentes.
Dvelse 1.3.1
Lad K veere maengden bestaende af tallene —2 og 7.

a) Opskriv K.

b) Er det rigtigt at 3 € K7

Saerlige maengder

Den stgrste meengde vi stgder pa her pa mathhx er maengden af samtlige tal pa
tallinjen. Denne maengde kaldes de reelle tal og betegnes R (leeg maerke til den
specielle font).

Den mindste maengde, der findes, er den tomme meengde. Den betegnes med () og
indeholder ingen elementer.

24



Dvelse 1.3.2
Afggr om
a) 0 e R?

b) m € R? Jeg haber du har leert om tallet 7 i folkeskolen, ellers skal du have
skolepengene tilbage.

c) 0 €07

Intervaller

Et interval er karakteriseret ved to endepunkter, og bestar af alle de tal som ligger
mellem de to endepunkter. De to endepunkter kan vare med i intervallet.

Lukkede intervaller

Et lukket interval er et interval, som indeholder endepunkterne. Her er et eksem-
pel:
[3;7]

Ovenstaende laeses "Det lukkede interval fra 3 til 7”7 og bestar af alle tal fra og
med 3 til og med 7.
@velse 1.3.3
Vi vil tage udgangspunkt i det lukkede interval fra og med —2 til og med 5.
a) Opskriv intervallet.

b) Ligger 7 i intervallet?

)
c) Ligger —2 i intervallet?
)

d) Ligger —2,1 i intervallet?

Abne intervaller

Et abent interval er det samme som et lukket interval, bortset fra at det ikke
inkluderer endepunkterne. Her er et abent interval:

J1;4]

Vi ser at parenteserne vender omvendt i forhold til det lukkede interval. Intervallet

her indeholder altsa alle tal, som ligger mellem 1 og 4, men inkluderer ikke 1 og
4.
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Dvelse 1.3.4
a) Opskriv det abne interval bestaende af tallene mellem 7 og 7,5.

b) Ligger 7 i intervallet?

Halvabne intervallet

Man kan ogsa lave halvabne intervaller. Det giver lidt sig selv hvordan, men her
er alligevel nogle eksempler

Intervallet [3; 5] bestar af alle tal mellem 3 og 5 inklusiv 3, men uden 5.

)
Intervallet |3; 5] bestar af alle tal mellem 3 og 5 uden 3, men inklusiv 5.

@velse 1.3.5
Opskriv fglgende intervaller

a) Intervallet fra 1 til 3, hvor hverken 1 eller 3 er med. Er det abent, lukket
eller halvabent?

b) Intervallet fra 5 til 9, hvor de begge endepunkter er med. Er det abent,
lukket eller halvabent?

c¢) Intervallet fra 2 til 7, hvor 2 er med, men 7 ikke er med. Er det &bent,
lukket eller halvabent?

Intervaller med ”uendelig”

Man kan have intervaller, der er uendeligt lange. Vi betegner "uendelig'med sym-
bolet co. "Uendelig'er ikke selv et tal, men det kan bruges som endepunkt i et
interval.

Intervallet |3; oo[ bestar af alle tal storre end 3. Leeg meerke til at intervallet er
abent i den ende, der indeholder co. Det er fordi oo ikke er et tal, og derfor kan
det ikke ligge i intervallet.

Man kan ogsa have intervaller med —oco. Altsa uendelig, men i negativ retning.

Intervallet | — 0o; 7] bestar af alle tal mindre end eller lig med 7. Bemeaerk igen,
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at intervallet er halvabent, da "minus uendelig” ikke er et tal og derfor ikke kan
ligge i intervallet.

Dvelse 1.3.6
Opskriv fglgende intervaller:
a) Intervallet fra og med —3 til og med 7.
b) Intervallet bestaende af alle tal stgrre end —2.

c) Intervallet bestaende af alle tal mindre end eller lig med 5.

Nye mangder ud fra gamle

Man kan danne nye maengder ud fra eksisterende maengder. Vi starter med det
som vi kalder for den universelle mengde og betegner med U:

U

Denne mangde er "det hele”. Vil vi arbejde med talmaengder kunne U veere R
(som vi husker betyder "alle tal pa tallinjen”). Kigger vi pa et terningkast, er

U = {0,362 68}
Inde i U tegner vi to maengder A og B:

Det som de to maengder har tilfeelles kaldes fellesmaengden og betegnes ANB:
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Samler man A og B til en stor maengde far man foreningsmaengden AU B:

U
B

B

Tager man alle de elementer i A som ikke ligger i B far man differensmaengden

A\ B

U
A

A\ B

Tager man alle de elementer som ikke ligger i A far man komplementermaengden

A
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Meangderne A og B siges at veere disjunkte, hvis de ikke har noget til feelles:

U

Dvelse 1.3.7

Lad A=1{1,2,3}, B=1{2,3,4} og C = {4}
) Bestem AN B
) Bestem AU B
) Bestem A\ B

d) Bestem B\ A
)
)

a
b

C

e) Er A og B disjunkte?

f) Er A og C disjunkte?

@velse 1.3.8

Lad A = [2;00[ og antag at den universelle meengde U er R.
a) Bestem A
b) Bestem A N[—3;5]
c) Bestem AU [—3;5]
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1.4 Ligninger

At lgse en ligning betyder at finde de mulige veerdier for den ubekendte (som nor-
malt betegnes med x). Man skal altsa finde de tal, man kan seette ind i ligningen,
sa ligningen bliver sand.

De fleste ligninger, vi mgder her i grundforlgbet, har netop én lgsning, men en
ligning kan altsa godt have flere lgsninger eller slet ingen lgsninger.

Vi vil undersgge om x = 3 er lgsning til ligningen —2? + 1 = 10.

Vi indsaetter 3 pa x’ets plads:
—3>+1=10

og reducerer
—8 =10

Da denne ligning er falsk er = 3 ikke en lgsning.

Dvelse 1.4.1
Undersgg om = = 2 er en lgsning til fglgende ligninger:
a) —(x—1)(x+3)=12%-13

_ 22412
b) z+6=""3

Har man en meget simpel ligning, kan man regne ud hvad lgsningen er bare ved
at kigge pa ligningen.

Vi vil lgse ligningen 2z = 10. Vi skal altsa have et tal, sa nar man ganger det
med 2 far man 10. Hvad kan det mon veere...? Det er selviglgelig 5. Sa lgsningen
er r = H.
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Dvelse 1.4.2

Lgs ligningerne:
a) r+2=3
b) 4=14=z
c) Te =14

Det er ikke altid, at man nemt kan se lgsningen. S& ma man lgse ligningen ved at
omforme den, sa x star alene pa den ene side af lighedstegnet. Dette kaldes ogsa
at ”isolere x”. Reglerne burde veere kendt fra folkeskolen, men her et et eksempel
til lige at friske det op.

Vi vil Igse ligningen 2x 4+ 6 — 4x = —x — 2. Det gor vi ved at isolere .

2046 —4r = —x — 2 Skriver ligningen op
—2r4+6=—x—2 Reducerer venstresiden
—2xr=—x—2-06 Traekker 6 fra pa begge sider
—2r =—x—8 Reducerer hgjresiden
—2r +x = —8 Leegger z til pa begge sider
—r = —8 Reducerer venstresiden
xr =38 Ganger med — 1 pa begge sider
Dvelse 1.4.3

Lgs ligningerne ved at isolere x som i ovenstaende eksempel.
a) 2(x+1) =12
b) 2—2=10
c) (x—2)-3=bx

Ikke alle ligninger har lgsninger.

Ligningen x = x + 1 har ingen lgsninger, da den kan omformes til 0 = 1 og
uanset hvilken veerdi vi seetter x til, vil dette altid veere forkert.
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Dvelse 1.4.4

Lgs ligningerne:
rT+o=7
—(z+2)=10

a)
b)
c) x4+ (3+x)=—4
d) z+4=2x+2-3
e) 2—(2—x) =10z
f) 20 —2=2(z—1)

Lgsningsmaengde og grundmaengde

Mengden af lgsninger til en ligning kaldes lgsningsmaengden og betegnes med
L.

Betragt ligningen 2z = 8. Deler vi med 2 pa begge sider far vi lgsningen x = 4.
Lgsningsmeengden er
L={4}

Betragt i stedet ligningen x + 1 = x. Den ligning har vi set fgr og der konklu-
derede vi, at den ikke havde nogle lgsninger. Lgsningsmaengden bliver derfor:

L=10

@velse 1.4.5

Bestem lgsningsmaengden til fglgende ligninger
a) —(2—z)==x
b) 2z = 4(x + 3)
c) 3(r+2)+2=3r+38

Skal man tjekke om et tal er lgsning til en ligning, seetter man tallet ind i ligningen
og ser om ligningen bliver sand. Men vi kan risikere, at man slet ikke kan satte
tallet ind i ligningen. Maengden af tal, som kan seettes ind i ligningen kaldes for
grundmengden og betegnes med G.
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Betragt ligningen x + 1 = 2z + 5. Vi har:
G=R

fordi man kan seette alle tal ind i ligningen. Det er ikke sikkert, at ligningen
bliver sand, men vi kan regne bade venstre og hgjresiden af ligningen uden
problemer uanset hvilket tal vi seetter ind.

Betragt nu ligningen
1

T — 2
Hvis vi seetter 2 ind pa x’ets plads kommer der til at sta nul i naevneren, det er

ikke godt, da man ikke kan dele med nul. Derfor er 2 ikke med i grundmaengden.
Man kan dog saette alle andre tal ind i ligningen sa:

=4

G =R\ {2}
Dvelse 1.4.6
Bestem grundmeengden for fglgende ligninger
a) =9
b) 542 = 52

To ligninger med to ubekendte (Mat-A)

Nogle ligninger indeholder mere end én ubekendt.

Betragt ligningen x +y = 10. Det er en ligning med 2 ubekendte, fordi der bade
optraeder et ubekendt x og et ubekendt y.

Skal man Igse en ligning med flere ubekendte skal man bestemme hvilke veerdier
af de ubekendte, som ggr ligningen sand.

Ligningen = + y = 10 har x = 0 og y = 10 som lgsning. Indsaetter vi disse
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tal i ligningen bliver den nemlig sand. Men der er dog andre lgsninger ogsa.
F.eks. = 1 og y = 9. Faktisk har ligningen uendelig mange lgsninger, da der
er uendelig mange talpar, der tilsammen giver 10 (husk at man ogsa kan bruge
negative tal).

Vi har netop set, at en ligning med to ubekendte kan have uendelig mange l@s-
ninger. Sadan er det typisk. Men har man to ligninger med to ubekendte, vil der
ofte kun veaere en lgsning, som opfylder begge ligninger.

Betragt ligningen x4y = 10 og ligningen x —y = 0. Der er kun en kombination
af x og y som vil veere lgsning til begge ligninger pa en gang. Ligningen x —y = 0
er opfyldt nar x = y og fordi x og y tilsammen skal give 10, sd& ma x = 5 og
Yy = d.

Der findes en simpel systematisk made at lgse to ligninger med to ubekendte. Den
er nemmest at forklare igennem et eksempel:

Vi vil lgse ligningssystemet:
r+y=10 og r—y=0
Vi starter med at isolere x i den fgrste ligning. Det giver:
r=10—y

Nu erstatter vi x i den anden ligning med det x vi lige har fundet. Den anden
ligning var  — y = 0 og indsaetter vi x = 10 — y i den far vi:

10-—y—y=0

Det er nemt at se at y = 5 er lgsning til denne ligning. Vi indssetter nu denne
y-veerdi i den forste ligning. Altsa vi indssetter y = 5 i ligningen x 4y = 10. Det
giver

xr+5=10

Denne ligning har lgsning = = 5 og vi konkludere at ligningssystemet (de to
ligninger tilsammen) har lgsning

r=2>5 og Yy=2>5
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Man bestemmer selv, hvilken en ligning man starter med, og hvilken en ubekendt
man isolere. Det gar godt, sa leenge man indsaetter den isolerede variabel i den
ligning, man ikke tog udgangspunkt i. Der er ogsa valgfrihed i forhold til, hvilken en
ligning man seetter ind i til sidst, nar man altsa har fundet en af de to variable.

Dvelse 1.4.7

Logs ligningssystemerne med metoden fra eksempel 1.4.10.

a) 2r+y =38 og y—+x=2x+2

b) dx+2y=6+=x og 2u+r=y+3

Det er ikke altid, at der er netop én lgsning, nar man har to ligninger med to
ubekendte. Nogle gange har de uendelig mange lgsninger, og nogle gange har de
slet ikke nogle.

Ekstra om ligninger med brgker

Ligninger med brgker lgses nemmest ved at gange igennem med et tal, der far
brgkerne til at forsvinde.

Vi vil lgse ligningen %:U +4 = 26—5.

Vi vil gerne af med brgkerne og da 6 er feellesnaevner for brgkerne, ganger vi

med 6 pa begge sider.

2 25
L2 4 —g.22
6 3:1:—|—6 6 6

Vi ganger ud:
4o + 24 = 25

Denne ligning skulle du gerne kunne lgse uden problemer. Lgsningen er

Dvelse 1.4.8
Lgs ligningerne ved brug af metoden fra eksempel 1.4.11
a) Ir+3=u

b) 2z — o =31 —1
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Man kan ogsa komme ud for at den ubekendte star i naevneren. Her kan man igen

benytte samme strategi med at gange igennem med et tal, som far brgkerne til at
forsvinde.

Vi vil Igse ligningen

2 =t
r+1 3
Vi ganger igennem med 3(x + 1), da det er faellesnsevner for de to brgker i
ligningen.

3 + 1)%2 L3+ 1)1 =3z + 1)

4
+1 3

Vi reducerer. 5 A
3%):&? + 3(LU + 1)1 = 3(.1} + 1)3

Vi far sa:
3-243(x+1)=(z+1)-4
Denne ligning kan nu lgses pa seedvanligvis og det giver:

r=25

Dvelse 1.4.9
Lgs ligningerne
a) 6= %

1 4
b) 2043 ~ 6249 3

[ =

Ekstra om ligninger med numerisk vaerdi

Vi husker, at numerisk veerdi betyder at man "fjerne minusset hvis der er et”.

Vi vil lgse ligningen |z| = 8. Vi skal altsa finde et tal, sidan at man far 8, nar
man tager den numeriske vaerdi. Det er der to tal der opfylder, nemlig x = 8 og
x = —8. Sa ligningen har altsa to lgsninger. Man kan opskrive lgsningerne pa
fglgende made

r=-8 V x=28

Tegnet "V” betyder "eller”.
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Vi vil lgse ligningen |z + 5| + 1 = 3. Vi starter med at isolere den numeriske

veerdi:
|z + 5] =2

Sa x+ 5 skal altsa give 2 nar vi fjerner et evt. minus. Det giver os to muligheder:
r+5=2 V x+5=-2
Lgser vi disse to ligninger far vi
r=-3 V x=-7

og dette er lgsningerne til den oprindelige ligning.

@velse 1.4.10
Lgs ligningerne
a) x| =4
b) 2 = |z — 3]
c) |2z + 4| = 3z
d) |z =

1.5 Uligheder

En ulighed er ligesom en ligning bortset fra at den indeholder et ulighedstegn i
stedet for et lighedstegn

Der findes 4 ulighedstegn:

: Betyder "mindre end”.

: Betyder "mindre end eller lig med”.
: Betyder "stgrre end”.

: Betyder "stgrre end eller lig med”.

IV VA A

Mange elever glemmer betydningen af hvordan ulighedstegnet vender.. Nar der
star >, betyder det sa stgrre eller mindre end? Er man i tvivl om hvordan de skal
vende, sa kan man huske at krokodillen altid spiser det stgrste tal:
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Laeg meerke til krokodillens mund som har form som tegnet >. Der star altsa 77
er stgrre end 3”. Det er en sand ulighed, da 7 rent faktisk er stgrre end 3.

@velse 1.5.1
Afggr hvilke af folgende uligheder som er sande:
a) 2>5
b) 5 <5
c) 1
) 1

| /\

d

| /\

Lgsning af uligheder

At lgse en ulighed er som at lgse en ligning bortset fra en ting: Nar man ganger
eller dividerer med et negativt tal, skal man vende ulighedstegnet!

Vi vil Igse uligheden 22 < 6. Vi dividerer med 2 pa begge sider af ulighedstegnet,
og far
r <3

Altsa har uligheden lgsningen x < 3.

Dvelse 1.5.2
Lgs ulighederne:
a) 2 > 6
b) 24z < -1
c) x+2>14
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Vi vil lgse uligheden 2x + 4 < 6x + 2(z — 4).

20 +4 < 6z + 2(x — 4)
20 +4 < 6x + 22 — 8
20 +4 < 8x —8

20 +4 —8x < —8

—6x +4 < =8
—6r < —8—-4
—6r < —12

x> 2

Skriver uligheden op)

Ganger parentes ud)
Reducerer hgjresiden)
Treekker 8z fra pa begge sider)
Reducerer venstresiden)
Traekker 4 fra pa begge sider)
Reducerer hgjresiden)

(
(
(
(
(
(
(
(

Deler med — 6 fra pa begge sider)

Laeg maerke til hvordan vi har vendt ulighedstegnet til sidst, hvor vi dividerer

med —6.

@velse 1.5.3

Lgs ulighederne:
a) —x >7
b) 2—x<8
¢) (x—2)-3<5(x+1)
d) 224z)—(r—1)<8
e) 0>5z+10— (z+1)
f) —(x+3)-2>(5+1)
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Dvelse 1.5.4

Uligheder med brgker lgses pa tilsvarende made, som man lgser ligninger med
brgker. Hvis du ikke har leest ekstraafsnittet med brgker, sa spring denne gvelse
over.

Lgs ulighederne:
a) 32>
b) & < 2. Forudseet at x er positiv.

c) % < 2. Forudseet at o er negativ (svaer)
X

Dobbeltuligheder (A)

En dobbeltulighed er en ulighed med to ulighedstegn. Den kunne f.eks. se saledes
ud:
3<2x+1<9

Teaenker man lidt over det, sa er det klart, at sadan en dobbeltulighed bare er en
kompakt made at skrive to uligheder, nemlig:

3<2x+1 og 20 +1<9
De to uligheder kan vi lgse pa seedvanlig vis (gor det!), og det giver:
x>1 og x <4

Sa x skal altsa veere stgrre end 1, men mindre end 4. Dvs. x skal ligge imellem 1
og 4. Det kan vi ogsa skrive som:

l<ax<4

og dette er sa lgsningen til dobbeltuligheden.

Dvelse 1.5.5

Lgs ulighederne. De to sidste er maske lidt sveere, hvis du ikke har regnet gvelsen
om uligheder med brgker.

a) 1<z —1<5

b) z+1<2z<z+2

c) —1,5 < —% < —0,25

d) —1,5 < —30 < 0,25 (forudsaet at b > 0).
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Ekstra: Lgsningsmangde og grundmangde

Ligesom ligninger har lgsningsmaengde og grundmeengde har uligheder det ogsa.
Det fungere helt tilsvarende.

Vi bestemmer lgsningsmaengden for uligheden 2x + 1 < 3. Det ses nemt at
lgsningen er
r <1

De x-veerdier som opfylder denne ulighed, vil ligge i intervallet:
J = o031
Lgsningsmaengden L er dermed
L =] —o0;1]
Dvelse 1.5.6

Opskriv lgsningsmaengden for ulighederne i gvelse 1.5.5.

a) 1<z —1<5

b) z+1<2z<z+2
¢) =15 < —% < —0,25
d) —1,5 < —30 < 0,25 (forudsaet at b > 0).

1.6 Kvadratsaetninger

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Satning 1.6.1 (Kvadratsztninger)
Lad a og b veere to reelle tal. Da geelder
(a+b)?* = a* + b* + 2ab (1)
(a —b)* = a*+ b* — 2ab (2)
(a+b)(a—b)=a"—0" (3)
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Seetningerne hedder kvadratsaetninger, fordi "noget i anden” kaldes et kvadrat.
Skriver vi 2, kan det leeses som “kvadratet pa x”

Vi vil regne (x + 3)%. Vi bruger regel (1):

(z+3)°=2"+3"+2-2-3

= 2%+ 9+ 6z
@velse 1.6.1
Regn folgende vha. kvadratsaetningerne
a) (z+4)?
b) (z — 1)

c) p+aq)(p—2q)

Vi kan bruge kvadratsaetningerne den anden vej ogsa.

Vi vil omskrive 2% 4+ 16 — 8z til et kvadrat (noget i anden). Vi ser farst, at
2? 4+ 16 — 8z har form som a® + b? — 2ab, hvor a = x og b = 4.

Ifglge kvadratsaetning (2) er:
a® 4+ b* — 2ab = (a — b)?
Da vi har a = x og b = 4 giver dette:
2?4+ 16 — 8z = (z — 4)*

@velse 1.6.2
Omskriv til kvadrat
a) 12 +52—2-5 1
b) 2?2+ 1+ 2x
c) F?+20F + b*
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1.7 Potensregneregler

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Potensregneregler er sma regneregler, omhandlende potenser, som man far brug
for en gang imellem. Der er mange af dem, og vi bruger dem ikke hele tiden, sa
derfor kan de vaere sveere at huske. Jeg anbefaler at man laerer dem udenad og
treener dem med jeevne mellemrum, da det er en fordel at kunne huske dem.

Satning 1.7.1 (Potensregneregler)
Lad a og b veere to reelle tal, som ikke er nul og p og ¢ hele tal. Da gaelder:
al - a? = al"1 (4)
a/p
o gpa
= (5)
(@) =" ©)
(a-b)f =adl - VP (7)
a\p a
G) =% &)
a’ =1 (9)
1
1
-2 (10)
ot =a (11)
o = ¥a (12)
a1 = v/ab (13)
Va-b=+a Vb (14)
a _ya
- == 15
Reglerne er nummereret sa de matcher formelsamlingen.

. . 30
Vi vil bestemme % uden bruge af lommeregner.
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Vi bruger regel (5):

5% 30—28 2
o = 5 =5"=25
Dvelse 1.7.1
Regn uden lommeregner (ved hjalp af potensregneregler):
a) 2z
27
b) 13
c) 41
d) 1072
283
e) 143
35.3°
g) 92
h) v16-25

1.8 GeoGebra

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

GeoGebra er et gratis matematikprogram, der kan stort set alt, hvad vi har brug
for pA HHX. Generelt leerer man mere af at regne opgaver med papir og blyant end
at regne dem i GeoGebra, sa derfor vil vi primeert regne opgaver i handen.

Man kan bruge GeoGebra online, men det forbudt. Du skal i stedet downloade
det pa din computer. Vi far brug for den version der hedder "Classic 6” og den
kan hentes her:

Mac: https://itunes.apple.com/us/app/geogebra-math-apps/id1182481622
Windows: https://download.geogebra.org/package /win-autoupdate

Nar du har downloadet GeoGebra skal du konfigurere det. Klik pa hamburger-
ikonet og klik "Settings”:
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R od 7 L @O L N 2D 1 |=

File

%ﬂ

PONDIeAd® DI O+ B

+ Input... EN
New

Open

Save online

Save to your computer

Export Image
Share

Download as...
Print Preview
Edit
Perspectives
View

2 £x Settings

Velg "Danish/Dansk” som sprog, 10 decimaler som afrunding og gem indstillin-
gerne:

oA 7 OO LN G Q

+ Input... -/ @& Global X
1 Sprog:| Danish / Dansk e
2 Afrunding:§ 10 decimaler ~ A/
—
-3 Maerkat: -
-1
Font sterrelse: 16 pt ~
-2
3 GEM INDSTILLINGER
—4 NULSTIL INDSTILLINGER
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@velse 1.8.1

I denne gvelse skal du installere og konfigurere GeoGebra
a) Download GeoGebra.
b) Velg sprog og afrunding.

¢) Gem indstillingerne.

Vi vil introducere de forskellige dele af GeoGebra i takt med, at vi far brug for
dem.

Brug af GeoGebra som lommeregner

Man kan bruge GeoGebra som en almindelig lommeregner, man skal bare huske
at kommatal skrives med punktum i stedet for komma.

Sadan skriver man de forskellige operationer ind i GeoGebra:

Plus | Minus | Gange | Dividere | Oplgfte | Komma
+ - ¥ / B

Vi vil regne 2,53 + % i GeoGebra. Vi taster:
2.573+15/3

og far:

XA 7 DO O

15
253 1L =
+ 3|

a8 s

+
= 20.625

Vi ser det giver 20,625
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@velse 1.8.2
Regn i GeoGebra

2324123
a) 47

Lgsning af ligninger og uligheder

Det er nemt at Igse ligninger og uligheder i GeoGebra. Man bruger kommandoen
Lgs.

Vi vil Igse ligningen 2x 4+ 1 = 4 Vi skriver:

QOA/A/.D'@@‘

Los(2x + 1 = 4)

Det giver:

R oA OO«
1= Lgs(2x+1 = 4) =
= {3} -

Vi kan fa lgsningen som kommatal (efter vi har bestem den eksakt) ved at
trykke pa "~":

K| oA 7 DO O «

1= Les(2x+1 = 4) =AY

Vi far sa
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R| oA~ D> OO «
1 = NLgs(2x+1 = 4) =AY

~{x = 1.5} B

Altsa er x = 1,5 Igsning til ligningen.

Dvelse 1.8.3
Lgs folgende ligninger og uligheder i GeoGebra
a) 22 —3x =7

b) T(z —4) < 3z + 1

GeoGebra CAS

Vil man lave mere avanceret bogstavregning, skal man abne et seerligt vindue
kaldet C'AS. Man abner CAS sadan her:

E]z«;i.,((nﬁjﬁxz f | & 1=
1 4-}; 3 %iFil

2" Rediger

! ¢ Perspektiv

2
Y Y Y A 1 2
[] Algebra vindue
H 3 |. CAS

Vi kan bruge CAS til at reducere.

Vi vil reducere 2a + 0,5a + b. Vi skriver det ind i CAS:

=| = v 5 () Ny x=

1 2a+0.5a+b —Ix-

Det giver
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=| = v %) x=

2a+05a+b X-

1

- ga+b

Hvis vi ikke vil have brgker kan vi trykke "~”. Husk altid at trykke pa den knap
nar GeoGebra viser et stort og meerkeligt facit.

Voot () Ny x=
2a+05a+b
=~ 25a+b

x=
Vi konkluderer at
2a 4+ 0,5a+b=25a+0b

Man kan ogsa bruge GeoGebra til at isolere en stgrrelse i en ligning.

Vi vil isolere b i udtrykket 2a + b?> = c. Vi abner CAS og skriver:

=| = v 5% () "y

1 Los(2a+b*=c,b) .

Leeg meerke til at vi har skrev ”,b” efter 2a + b> = c. Det betyder at det er b vi
gerne vil finde. Det giver:

=] = v )y x= x= f

Lgs(2a +b> = c,b) X-

— {b—— —2a+c, b—\/—2a+c}

1

Vi ser at der er 2 muligheder for b: b = +v/—2a +cog b= —+/—2a +c¢
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Specialtegn i GeoGebra

Star man og mangler et symbol, kan man finde det i GeoGebra-tastaturet. Er
tastaturet ikke fremme kan du fa det frem ved at klikke pa et inputfelt, hvorefter
du kan klikke nede i hjgrnet:

R oh OO LN e Q=

+ 11 . ~d
B P dil--fo 1 29\?

4 Q

Skal vi f.eks. lgse uligheden 5x < 7x — 1, far vi brug for symbolet "<”. Det kan vi
finde i GeoGebra tastaturet:

R]A 7 2D OO LN 2 Q =
+ Input... ;N w :_é
1 i
123 | (i) | ABC  #8- X
sin cos tan % ! $
sin? cos™ tan { } 2 < =
In logqo log, = | Vi &
e” 10 8/ < > «
@velse 1.8.4
Find felgende symbolder i GeoGebra.

a) >
b)
c) o0
d)

Tallet e som vi skal leere mere om senere. Find det og tryk pa det. Hvilken
veerdi har tallet?
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Pa Mac er der genveje for mange symboler. Du skal bruge hgjre option-
knap.

< > o o0
OPTION + < | OPTION + SHIFT + > | OPTION + v | OPTION + 5

1.9 Andre veerktgjer

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Lommeregner

Jeg anbefaler en lommeregner. Standardvalget vil veere en Texas Instruments TI-
30-model (der er lige meget, hvilken en af dem, det er). Man kan klare sig uden,
men det vil ggre nogle ting nemmere. Bruger man en TI-30, er der dog nogle ting,
man skal vaere opmeerksom pa. F.eks. har TI-30 to slags minus’er. Har du styr pa,
hvornar man bruger det ene, og hvornar man bruger det anden?

Word

I kommer til at lave nogle af jeres afleveringer i Word. Nar man skriver matematik
i Word, er det vigtigt, at man altid bruger "Indseet ligning”:
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& Word Filer Redigen Indszet | Formatér Veerktgjer Tabel Vindue Hijaelp

Billeder >
Figur >
>
>

[ ] Automatisk lagring Dokument1

Hjem Indset Tegning > o ... 2’ Redigering v

|-_ I-j . A . Diagram
Tabel...
Seet ind Skrifttype Tilfajelsesprogrammer
<3 Lyd

Film

Ikoner...

3D-modeller
Tilfgjelsesprogrammer

Hyperlink...
Bogmeerke...
Krydshenvisning...

Kommentar

Skift

Fodnote...
Billedtekst...

Indeks og tabeller...
Vandmeerke...
Sidetal...

Tekstfelt

Autotekst

Dato og klokkesleet...
Objekt...

Filer...

Felt...

Ligning
Avanceret Symool...

P& Mac kan man ogséa trykke “control” 4+ "+ (altsd control og plus-symbolet
samtidig) for at fa en ligning. Nar man har gjort det, kommer denne her frem
(efter vi har maksimeret vinduet):

Automatisk lagring @ () D9v 0@ Dokument2 Sgg (Cmd + Ctrl + U)
Hjem Indsaet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse Vis  Ligning () Kommentarer f Redigering v

TU~ | unicode e'\Av + #~lx|+|1]e|<|«|>|»l<|=|F T\ vexv'\'w“fvj‘i\_v ; v {()} v sinf v dv }Iil]’]:‘v A vB'i' .
© viaja

| =
{} Latex
Ligning Konverter v ¥ |Vivln|o|%|°|F|c|a Brok  Script Rodtegn Integral  Stor Parentes Funktion Markering Granse Operator Matrix

ab Tekst operator oa loa

[Skriv ligningen her. ‘

Her kan du veelge forskellige symboler

Vi vil skrive udtrykket z; = %G\/E ind i Word.
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Forst skriver vi x_1= og den laver selv x_1= om til x; = (ellers tryk space lige
efter du har skrevet x_1).

Nu skal vi have en brgk, sa vi trykker:

Almindelig brek

: |Skriv ligningen her.

Vi kan nu skrive resten ind. Kvadratroden findes pa tilsvarende made som brg-
ken. Her er resultatet:

—b—+d
=T

Beautiful!

Dvelse 1.9.1

Skriv fglgende udtryk ind i Word

a) f!(wo) = limp, o L0 tAT o)

Dvelse 1.9.2

Lad os sige at en elev skriver fglgende i en aflevering.

Jeg skal lgse ligningen 2x+1=0 for at...

a) Hvad er det galt med dette?
Det er seerligt slemt nar der optraeder * og / i afleveringer fra elever. Det skal

veere det rigtige gangetegn, og division skal vaere med en rigtig brgk. Sa husk Brug
altid ”Indseet ligning”, nar du skriver matematik i Word.

53



Matematik 1 Excel

Vi far brug for Excel ogsa. Det vil blive forklaret hvordan, nar vi nar sa langt,
men det er vigtigt du har Excel installeret (og ja... det skal veere Excel og ikke et
alternativ)
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Kapitel 2

Funktioner

Funktioner er centrale i matematikundervisningen pa HHX. De bruges, nar man
gerne vil beskrive sammenhaengen mellem to sterrelser. Det kunne f.eks. veere
sammenhang mellem salg og indtjening (det som I senere leerer som afsaetning og
daekningsbidrag) for en virksomhed, eller hvordan en pris har udviklet sig over en
arrackke.

I dette kapitel skal vi kigge pa flere begreber, som knytter sig til funktioner.
Praktiske eksempler kommer i de senere kapitler.

2.1 Introduktion til funktioner

En funktion er sammenknytning af to maengder. Det skal forstas pa den made,
at til hvert element i den forste meengde knyttes netop ét element i den anden
mangde. Det er nemmest at forsta med et eksempel:

Diagrammet ovenover viser en funktion, som til hvert tal knytter det dobbelte tal.
Til 1 knyttes 2, til 2 knyttes 4 osv. Vi kalder tallene i den férste maengde for x’er
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(dvs. 1,2,3 osv.) og tallene i den anden meengde er y’er (2,4,6 osv.). Vi kalder
ogsa y’erne for funktionsveerdier. Funktionens navn er f.

Dvelse 2.1.1

I denne gvelse tages udgangspunkt i den konkrete funktion, som er beskrevet
ovenover.

a) Hvilket tal knytter f til tallet 57

b) Hvis x = 4, hvad er sa y?
¢) Hvad er funktionsveerdien nar x = —37
d) Hvis y = 20, hvad var sa x?

Forskrift

Vi beskriver ofte funktioner vha. en forskrift. Tager vi den fgr omtalte funktion,
kan vi beskrive den med forskriften f(x) = 2z. Her er f funktions navn, og 2z
betyder, at vi skal gange hvert x med 2 for at fa den tilhgrende funktionsvaerdi
(dvs. y-veerdien).

Vi regner funktionsveerdien hgrende til x = 15:
f(15)=2-15=130
Funktionsveerdien hgrende til x = 15 er altsa 30.

Leeg meerke til, at der star f(15) = 30 i stedet for y = 30. Det er smart, da man
sa kan se, at man har fat i den funktionsveerdi, der hgrer til 15. Udtrykket f(x)
leeses ”f af x” og f(30) leses "f af 30”.
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Dvelse 2.1.2

Vi bliver ved den samme funktion f(z) = 2z.
a) Bestem f(—7) og f(9).
b) Laes hojt ”f(x) og f(3)”

Nar vi skal opskrive en funktion, vil vi normalt ikke lave et diagram, vi vil ngjes
med angive forskriften.

Lad f(x) = 3z + 1. Vi regner funktionsveerdien f(7) ved at seette 7 ind i stedet
for z i forskriften:
f(7)=3-T+1=22

Sa f(7) = 22.
Nogle gange hedder funktionen ikke f. Den kunne ogsa hedde g, eller A. Kun
fantasien seetter graenser her.
@velse 2.1.3
Betragt funktion g(x) = 2x — 1.
a) Bestem funktionsveerdien, der hgrer til z-veerdien 3.
b) Regn g(6), 9(0) og g(—1).

¢) Ved at prgve dig frem, skal du finde den z-veerdi, som giver funktionsveer-
dien 7.
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Dvelse 2.1.4

Betragt diagrammerne:

()R

) Bestem en forskrift, som passer med diagrammet for funktionen f.

b) Bestem en forskrift, som passer med diagrammet for funktionen h.

Nar vi har en funktion, kalder vi x for den uathsengige variabel, fordi vi selv kan
bestemme, hvilken z-vaerdi vi putter ind i funktionen. Vi kalder y for den athaengige
variabel, da den jo athsenger af den z-veerdi, vi putter ind i funktionen.

Konstante funktioner

En konstant funktion er en funktion som f.eks. f(x) = —53. Mange bliver for-
virrede, nar de mgder konstante funktioner fgrste gang — for hvordan skal man
regne funktionsveerdierne, nar der ikke er noget x i forskriften? Det er dog meget
nemt:

Lad f(x) = —53. Vi bestemmer funktionsveerdien f(6) ved at sezette 6 ind pa
x’ets plads. Det bliver vi dog hurtigt feerdig med, da der slet ikke er noget x i
forskriften. Sa f(6) = —53
@velse 2.1.5
Bestem funktionsvaerdierne

a) f(3) og f(=5), nar f(z) =4

b) g(—2) nar g(z) = —22°
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Beregning af z ud fra y

Har man en forskrift f(z), og en funktionsveerdi y, kan man finde z-veerdien ved
at sette y ind i stedet for f(z) i forskriften.

Lad f(z) = 4z—1. Vivil gerne finde den z-veerdi, som hgrer til funktionsveerdien
7. Vi seetter 7 ind i stedet for ”f(z)” og lgser ligningen:

flz) =42z —1
T=4r—1
8 =4z
r =2

At seette 7 ind i stedet for f(z), som vi gjorde i eksemplet, kaldes ogsa at lgse
ligningen f(x) =T7.
Dvelse 2.1.6
Lad f(z) = =3z + 1.
a) Bestem x, sa funktionsveerdien y er 10.

b) Lgs ligning f(x) = 0.

@velse 2.1.7 (Sveer)
Lad f(x) = 22

a) Logs ligningen f(x) =9

2.2 Grafer

Indtil videre har vi illustreret funktioner med maengdeboller som f.eks.:
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Diagram der viser funktionen f(x) = 2x

Fremover vil vi ikke illustrere funktioner med maengdeboller. I stedet vil vi teg-
ne deres grafer. Man tegner en graf ved forst at lave et sildeben. Vi konstruerer
sildebenet ved at veelge nogle x-veerdier og derefter udregne de tilhgrende funk-
tionsveerdier. Det hele stilles op i en tabel.

Vi konstruerer et sildeben for funktionen f(z) = 2x. Vi veelger x-veerdierne til
at ga fra -4 til 4. Vores sildeben kommer sa til at se saledes ud:

x| —4|-3|-2/-1]0/1|2]3 4
Flz)| 8| —6|—-4|-2]0|2/4]6]|8

Den nederste raekke er bestemt ved at regne:
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Dvelse 2.2.1

Nedenunder ses et sildeben for funktionen f(z) = 2x* — 10.

x |-3|-2/-1| o0|1/2]|3
flz)| 8|-2 ~10 8

a) Regn de tomme felter.

Har man et sildeben, kan man tegne en graf. Hver kolonne i sildebenet bliver til
et punkt i et koordinatsystem. Man afsesetter z-veerdien ud af z-aksen og f(x)-
veerdien ud af y-aksen (vi husker at f(z) = y). Punkterne man tegner kaldes
stottepunkter.

[ gvelse 2.2.1 lavede vi et sildeben for funktionen f(z) = 2z. Det sa saledes ud:

x| —4|-3|-2/-1]0/1|2]34
flz)| 8| —6|—4|-2]0|2/4]6]|8

Vi tegner grafen for f ved at afsaette punkterne fra sildebenet i et koordinatsy-
stem. Forste punkt bliver (—4, —8), fordi z = —4 og y = f(—4) = —8. Tegner
vi alle punkterne fra sildebenet far vi:
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104
9
8
7
6
5
4
3
9

T 1 T T T T 1T T 1
-10-9 -8 =7 -6 =5 -4 -3 -2 —1

Derefter forbinder

vi punkterne med en kurve:

14
®-2—
34
44
L5
6
74
8-
94
—104
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—104

Vi kan se, at grafen er linje. Funktioner, der har linjer som grafer, kaldes lineaere
funktioner, og der findes nemmere metoder til at tegne dem. Mere om det i naeste
kapitel.

Dvelse 2.2.2
Betragt sildebenet for funktionen g:

Flx)|=9| 1|7l9|7]1]-9

a) Tegn grafen for g

Laeg meerke til at grafen i ovenstaende gvelse er rund i toppen. Den er IKKE
spids. Det er en almindelig fejl at tegne blgde kurver spidse.
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Dvelse 2.2.3
Lad f(x) = 23 + 322
a) Tegn grafen for f.

Dvelse 2.2.4
Lad f(z) = -3.
a) Tegn grafen for f,

Dvelse 2.2.5
Lad f(z) = —x + 4.
a) Ligger punktet (30, —25) pa grafen for f 7

Dvelse 2.2.6 (Sveer)
Lad r(z) = 1.
a) Tegn grafen for funktionen r.

VINK: Du far brug for mange stottepunkter med z-veerdier teet pa nul (f.eks.
r=-0,5 z=0,5).

Skaering mellem grafer

Har man to funktioner f og g, finder man skeeringspunkter ved at satte f(x) =
g(x) og lgse ligningen.

Vi vil gerne finde skeeringspunktet mellem f(r) = —2z + 2 og g(x) = 2z. Vi
lgser ligningen:

f(z) =g(x)
—2r +2=2x
—4dxr = =2
—2
r=—
—4
1
T = —
2

Sa x-koordinaten til skaeringspunktet er % Vi finder y-koordinaten ved at satte
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x-veerdien ind i forskriften for f eller g. Vi veelger g da den er simplest:
(1) —2. 1o
I\a) =% 2~

Altsa skeerer f og ¢ hinanden i punktet (%, 1).

Dvelse 2.2.7

Beregn evt. skeeringspunkter mellem funktionerne
a) fl(x)=2z+1 og g(z)=—-x+14
b) f(r) =2z og g(r)=2xr+2

¢) fz) =1 og g(x)=a (svar)

Begraensede funktioner og deres grafer

Der kan optraede begransninger pa funktioner. Betragt funktionen
flx)=22 |, —2<z<l

Denne funktion er magen til funktionen f(x) = 2x, bortset x skal ligge i intervallet
[—2; 1[. Tegner vi grafen ser den saledes ud:

51 Y

T T T T T
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

/2

Her har vi begraenset grafen, sa alle x-veerdierne ligger i intervallet [—2; 1[. Da z =
—2 ligger i intervallet er punktet (—2, —4) en del af grafen, hvilket vi markerer med
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en "udfyldte” bolle i (=2, —4). Da x = 1 ikke ligger i intervallet har vi markeret
punktet (1,2) med en "hul” bolle. Intervallet [—2;1[ kaldes definitionsmangden
for f, og den skal du leere mere om i naeste afsnit.

Dvelse 2.2.8
Lad g
fle)=— , 2<x<8
x
0g
glx)=3 , =>4
a) Tegn graferne for f og g i samme koordinatsystem

Funktioner har kun én y-vaerdi til hver z-veerdi

Funktioner har kun én y-veerdi til hver xz-veerdi, og dette har betydning for, hvor-
dan grafer kan se ud.

Betragt cirklen:

xz
T T T T T

1 2 3 4 )

Vi ser, at cirklen gar igennem bade (2, 1) og (2, 3). Sa hvis cirklen var graf for en
funktion skulle f(2) bade veere 1 og 3 pa en gang. Maske kunne man aftale, at
f(2) =11 hverdagen og f(2) = 3 i weekenden og pa den made gore alle glade?
Nej i matematik kan noget ikke have to forskellige veerdier pa en gang, sa derfor
kan cirklen ikke veere graf for en funktion.
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Dvelse 2.2.9

Betragt kurverne:

T

a) Kan brun kurve veere graf for en funktion?

b
c

d

Kan grgn kurve veaere graf for en funktion?

Kan rgd kurve veere graf for en funktion?

)
)
)
) Kan bla kurve veere graf for en funktion?

2.3 Definitions- og veerdimaengde

Vi skal nu leere nogle nye begreber, I sikkert ikke har set fgr. Nar man indfgre
nye begreber mere formelt, skriver man dem som en "Definition”. En definition er
altsd med made at fastlaegge betydningen at et eller flere begreber.

Definition 2.3.1

Lad f veere en funktion.

Definitionsmaengden for f er meengden af mulige z’er og betegnes Dm(f).

Vardimaengden for f er meengden af mulige y’er og betegnes Vm(f).

Lad os tage et konkret eksempel. Betragt grafen for en funktion f:
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Vim(f) < 41

T
4
~

Dm( f)

Vi husker, at en "hul” bolle betyder, at punktet ikke ligger pa grafen, mens en
"udfyldt” bolle betyder, at punktet ligger pa grafen, sa i dette eksempel er

Dm(f) =]1;7]  og  Vm(f) = [2;6]

Leeg meerke til at veerdimeengden starter i y = 2 (det laveste punkt pa grafen).

Er et endepunkt pa en graf ikke markeret med en bolle, betyder det, at funktionen
ikke stopper, men fortseetter ud af koordinatsystemet.

Betragt funktionen

x
T T T T T T T T T
-5 —4 -3 -2 -1 1 \2 4 5
—14
o /
—34
—44
—54



Vi kan se, at funktionen fortsaetter ned til hgjre, og der er derfor ingen begraens-
ning pa definitions- og veerdimaengden i den retning. Sa

Dm(f) = [=4;00[ og Vm(f) =] —o00;3]

@velse 2.3.1
Betragt graferne for to funktioner f og g:
54°Y
4
1-
—5—4—3—2—£1_ 1 2 3 4 5
Wm
7 9
4
_54
a) Bestem definitions- og veerdimeengden for f.
b) Bestem definitions- og veerdimaengden for g.

Definitionsmangde ud fra forskriften

Man kan bestemme definitionsmaengden ud fra forskriften. Lad os tage nogle ek-
sempler for at se hvordan.

I sidste afsnit mgdte vi funktionen
flx)=2z , —-2<z<l1

Vi kan afleese direkte ud af forskriften at Dm(f) = [—2;1[, da det svarer til
begreensningen —2 < x < 1.
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Kigger vi pa funktionen
g(x) =2z

sa er der ingen begrzensninger pa, derfor er Dm(g) = R.

Kigger vi pa funktionen
h(z) = Vx
sd kunne vi godt tro at Dm(h) = R, da der ikke er skrevet nogle begraensnin-

ger pa. Men denne funktion er naturligt begreenset, fordi man ikke kan tage
kvadratroden af negative tal, sa Dm(f) = [0; 00|

Dvelse 2.3.2
Lad f(z) =1

a) Regn f(4), hvis det kan lade sig ggre.

b) Regn f(—%), hvis det kan lade sig gore.

c) Regn f(0), hvis det kan lade sige ggre.

d) Bestem definitionsmaengden for f og begrund dit svar.
@velse 2.3.3

Lad f(z) = Vx — 2.
a) Regn f(6), hvis det kan lade sig ggre.

) (
b) Regn f(2), hvis det kan lade sig ggre.
c) Regn f(1), hvis det kan lade sig gore.
)

d) Bestem Dm(f) og begrund dit svar.
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Dvelse 2.3.4

Bestem definitionsmaengden for funktionerne

(
b) flx)=v2?+1 | x<2
) fla)=2
d) flz) =2
) f(z) =5
f) f(x) =+v—22+1 (sveer)

2.4 Nulpunkter og fortegn
Definition 2.4.1

Lad f veere en funktion.

Et nulpunkt for f er en z-veerdi, som opfylder, at f(z) = 0.

Vi vil undersgge om x = 3 er nulpunkt for funktionen f(x) = 2z — 6, sa vi

udregner f(3):

f(3)=2-3-6=0

Da f(3) =0, er x = 3 nulpunkt for f.

Veerdien = 4 er derimod ikke et nulpunkt for funktionen f(x) = 2x — 6, da

f(4)=2-4—6=2 Altsa ikke nul!

Dvelse 2.4.1

Lad f(x) =2* — 16 og g(z) = /v — 3
a) Er z = 4 nulpunkt for f?
b) Er x = —4 nulpunkt for f?

¢) Er x = 4 nulpunkt for g7

Det er altsa nemt tjekke, om en x-veerdi er et nulpunkt, men hvordan finder man
nulpunkterne fgrste omgang? Vi starter med at se pa det grafisk.
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Nulpunkter og fortegnsundersggelse ved grafisk aflaesning
Lad os tage udgangspunkt i en grafen for en konkret funktion f:

54Y

Vi vil fgrst bestemme nulpunkter for f. Grafisk er nulpunkter z-veerdier, hvor
funktionen skeaerer x-aksen. Vi ser at funktionen skeerer x-aksen i x = —2, x =1
og x = 3, og vi kan konkludere.

Funktionen f har nulpunkter i z = -2, x =1 og z = 3.

Her vist pa grafen:

nulpunkter
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Nar man har nulpunkterne for en funktion, kan man lave en fortegnsundersggelse af
funktionen. Det betyder, at man bestemmer de x-vaerdier, hvor funktionsvaerdierne
er hhv. positive og negative. Det kan man ggre ved at aflaese, hvor grafen er hhv.
under og over x-aksen.

Nar man laver fortegnsundersggelsen, opskriver man ogsa nulpunkterne. Resultatet
af fortegnsundersggelsen kaldes funktionens fortegnsvariation.

Vi ser, at grafen er under x-aksen, nar x ligger i intervallerne | — oo; —2[ og ]1; 3],
mens grafen er over x-aksen nar x ligger i | — 2; 1] og |3; 0o[. Vi konkluderer:

Funktionen f er negativ pa intervallerne | — oo; —2[ og ]1; 3[.
Funktionen f er positiv pa intervallerne | — 2; 1] og |3; col.
Funktionen f er nul nar r = -2, r =1 og x = 3.

Her vist pa grafen:

nulpunkter

Laeg meerke til at intervallerne for fortegnsundersggelsen er langs x-aksen.
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Dvelse 2.4.2
Betragt grafen for funktionerne f og g:

a) Bestem nulpunkterne for f.

b

Lav en fortegnsundersggelse for f.

)
)
¢) Bestem nulpunkterne for g.
d)

Bestem fortegnsvariationen for g.

Ikke alle funktioner har nulpunkter.

Betragt grafen for en funktion f:

74



Da f ikke skaerer x-aksen, har f ingen nulpunkter. Da funktionen er negativ for
alle z-veerdier, er det simpelt at lave en fortegnsundersggelse. Vi skriver blot:

Funktionen f er negativ.

Dvelse 2.4.3

a) Bestem f(—3).

Bestem nulpunkter for f.

)

b) Tegn grafen for f.
)
)

Lav en fortegnsundersggelse for f.

Nulpunkter og fortegn ved beregning

Man beregner nulpunkterne ved at seette f(x) = 0 og lgse ligningen.

Vi gnsker at beregne nulpunkter for funktionen f(z) = 2z — 2. Vi leder altsa
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efter z’er, som opfylder at f(z) = 0. Vi stiller det op som en ligning:

flz) =0

20 —2=0 (da f(z) =2z —2)
20 =2
r=1

Altsa har f(z) netop et nulpunkt, som er x = 1.

Dvelse 2.4.4

Bestem ved beregning nulpunkterne for fglgende funktioner:

) 9(z) = —x

c) f(z)=2(zx+1)
d) f(zr) =z —1 (sveer)
&) flx) == (svaer)

Fortegnsundersggelse ved beregning

Nar man har beregnet nulpunkterne, er det ikke svaert at lave en fortegnsunder-

sggelse. Man ggr det ved at vaegle nogle x-veerdier, som omgiver nulpunkterne, og
indsaette dem i funktionen. Derfra kan man afleese fortegnene.

Lad f(x) = 3z + 6. Vil vil lave en fortegnsundersggelse.
Vi finder fgrst nulpunkter:

flz) =
d3x+6=0

3r = —6

=6

YTy

r = —2
Funktion har altsa nulpunkt i x = —2. Vi veelger forst en x-veerdi til venstre for
nulpunktet (dvs. en z-veerdi som er mindre end —2) Vi tager x = —3, men vi
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kunne ogsa have taget x = —4, x = —5 osv. Vi veelger sa en x-veerdi til hgjre
for nulpunktet. Her tager vi x = 0. Vi regner nu de tilhgrende funktionsvaerdier.

f(=3)=3-(=3)+6=—-3 og f(0)=3-0+6=56

Vi skriver nulpunktet og de to funktionsvaerdier ind i et sildeben.

x —31—-2|0

f(x)| =3 0|6
Vi kan se at funktionsveerdierne er negative til venstre for x = —2 og positive
til hgjre for x = —2, sa det giver os fortegnsvariationen:

f(z) < 0 pa intervallet | — oo; —2.
f(z) > 0 pa intervallet | — 2; 0o].
f(x) =0 nar z = —2.

@velse 2.4.5

Lad f(z) = —0,bz + 2

a) Lav en fortegnsundersggelse for f.

@velse 2.4.6
Funktionen h(z) = x? — 6x + 8 har nulpunkter i x = 4 og x = 2.

a) Velg forst nogle z-veerdier som omgiver nulpunkterne (dvs. du skal ogsa
veelge en x-veerdi imellem de to nulpunkter). Veelg de a-veerdier som er
nemmest at regne med.

b) Lav et sildeben med nulpunkterne og de valgte z-veerdier. Beregn de til-
hgrende funktionsvaerdier og saet dem ind tabellen.

¢) Opskriv fortegnsvariationen.

2.5 Ekstrema og monotoniforhold

Et ekstremum (flertal: ekstrema) er en maksimal eller minimal funktionsveerdi for
en funktion. Funktionens monotoniforhold er en beskrivelse af, hvor den vokser og
aftager. Lad os tage udgangspunkt i en konkret funktion f:
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T T T T T

1 2 3 4 5

Vi vil nu bestemme ekstrema for f — altsa de punkter hvor f har minimum og
maksimum. Vi ser, at den mindste funktionsveerdi findes i punktet (2,1). Dette
punkt kaldes et globalt minimum, fordi det er det mindste punkt pa hele grafen.
Vi skriver:

Funktionen f har globalt minimum i z = 2 med minimumsvaerdi 1.

Vi kigger nu pa punktet (1,2) Dette punkt er ikke det hgjst liggende punkt pa hele
grafen, men det er det hgjst liggende punkt, nar man begraenser sig til x-veerdier
teet pa x = 1. Derfor er det et lokalt maksimum. Vi skriver:

Funktionen f har lokalt maksimum i x = 1 med maksimumsveerdi 2.

Nu kunne man tro, at funktionen havde globalt maksimum i (4,5), men dette
punkt ligger slet ikke pa grafen, sa det kan ikke vaere maksimum for funktionen.
Funktionen har slet ikke noget globalt maksimum — uanset hvilket punkt vi veelger
pa grafen, kan vi altid finde et punkt, som ligger hgjere.

Her er ekstremumspunkterne vist pa grafen:

51 Y
4_
3_
lok. maks.
2_
1_
glob. min, o
T T T T T

1 2 3 4 5
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Vi bestemmer funktionens monotoniforhold ved at angive de intervaller pa x-aksen,
hvor funktionen er aftagende/voksende/konstant. Vi ser at grafen aftager, indtil
vi nar det globale minimum i x = 2, hvorefter den vokser, indtil den slutter ved
x = 4. Vi skriver:

Funktionen f er voksende i [2,4].

Man kan undrer sig over, at 2 er med i begge intervaller. Men man kan ogsa ogsa
lade veaere med at undre sig og taenke: "sddan er det nok bare”. Hvis du undrer dig,
sa tjek ekstraafsnittet til slut.

Her er det vist pa grafen:

51 Y
4 -
34 f
lok. maks.
2 .
1 .
glob. min, T
1 f T | T
1 2 3 4 5
~
Voks.

Laeg meerke til, at monotoniintervallerne er intervaller langs z-aksen.

En funktion der hverken vokser eller aftager, siges at veere konstant.

Betragt grafen
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Vi bestemmer fgrst ekstrema. Vi ser, at (—3,1) er det laveste punkt pa grafen,
sa vi konkluderer:

Funktionen har globalt minimum i x = —3 med minimumsveerdi 1.

Vi bestemmer nu monotoniforhold. Det er nemt, da funktionen er voksende over
det hele. Vi kunne skrive at f er voksende i [—3; 00, men da der ikke er nogle
skift i monotoniforholdene, skriver vi bare:

Funktionen f er voksende.
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Dvelse 2.5.1

Betragt graferne:

h

a) Bestem ekstrema for f:

b

Bestem monotoniforhold for f

d

Bestem monotoniforhold for ¢

)
)
c) Bestem ekstrema for g
)
)

e) Bestem monotoniforhold for h

En funktion kan godt have flere globale ekstrema. At et punkt er et globalt maksi-
mumspunkt, betyder bare, at der ikke er nogle punkter, som er hgjere. Tilsvarende
med globale minima.

Betragt grafen for en funktion f
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Funktionen f har globalt minimum i bade z = 1 og x = 4. Minimumsvaerdien
er 2.

Dvelse 2.5.2
Kig pa graferne i gvelse 2.5.1

a) Bestem ekstrema for funktionen h

Ekstra

Vi skal nu se, hvorfor ekstremumsstedet hgrer med til begge monotoniintervaller.
Det kraever, at vi bliver lidt mere praecise i forhold til, hvad vi forstar ved ”voksen-
de” og "aftagende, og vi skal derfor have fat i definitionen af disse begreber.

Definition 2.5.1

En funktion f siges at veere voksende i et interval I, hvis der far alle x; € I og
xo € I geelder, at f(zo) > f(x1) nar zo > x1.

En funktion f siges at veere aftagende i et interval I, hvis der for alle x1 € I og
xo € I gaelder, at f(z2) < f(x1) nar xy > 1.

En funktion f siges at veere konstant i et interval I, hvis der for alle x1 € I og
xo € I geelder, at f(z1) = f(x2).

Sa lad os sammenligne med grafen:

82



X
T T T T T

1 2 3 4 5

Vi kan se, at hvis vi seetter [ til at veere [1,2] og veelger et x1 € I og et x9 € I,
sadan at xo > x1, ja sa vil f(x9) < f(x1), og funktionen er dermed aftagende i
1, 2] ifolge definitionen. Betyder det at funktionen er bade aftagende og voksende
i x = 27 Ikke rigtigt, for ifglge definitionen skal man have et interval, for man
kan veere aftagende/voksende. Sa det giver ikke mening at spgrge, om den er
aftagende/voksende i en enkelt x-veerdi.

Vi kan ogsa opskrive en praecis definition af ekstrema. Det er dog lidt bgvlet
at definere de lokale ekstrema. Men laes definitionen, og spgrg mig, hvis du ikke
forstar den (medmindre du er ligeglad, om du forstar den).

Definition 2.5.2

En funktion f har globalt maksimum z, hvis f(z¢) > f(x) for alle x € Dm(f).
En funktion f har globalt minimum xzq, hvis f(z¢) < f(z) for alle x € Dm(f).

En funktion f har lokalt maksimum i x(, hvis der findes et abent interval I,
indeholdende zg, sa f(x¢) > f(z) for alle x € I N Dm(f).

En funktion f har lokalt minimum i x(, hvis der findes et abent interval I,
indeholdende zy, sa f(zg) < f(z) for alle x € I N Dm(f).

2.6 Grafer i GeoGebra

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Forudsaetninger

Dette afsnit kreever at du har regnet afsnit 1.8
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Vi har set, hvordan vi bruger GeoGebra til at lgse ligninger, reducerer osv. Men
GeoGebra kan ogsa bruges til at tegne grafer.

Lad os tegne grafen for f(z) = 2.

Vi abner GeoGebra og skriver forskriften ind:

| A~ L D> OO 4L N = (
@) f(x) = %2 N \f *
+ | i

Grafen ses til hgjre.

@velse 2.6.1
Tegn i GeoGebra grafen for :

Man kan zoome og "traekke'i koordinatsystemet. Der er flere mader at ggre det pa.

Man kan hgjreklikke, man kan bruge to-fingre-zoom og kan man bruge veerktgjerne
her:

SPIARISON Y AFANIED 3 B

+ Input... N

4}» Flyt tegnefladen

2 @, Forster

@, Formindsk

Klikker man pa "Flyt tegnefladen” kan man ogsa trakke i akserne, sa enhederne
kommer til at sta teettere eller mere spredt.

84



@velse 2.6.2

Tegn folgende grafer og zoom/treek, sé de ser paene ud
a) f(x)=x+ 1000
b) g(z) = 100022
c¢) h(x) = 1000(xz — 1000)

Begraensede funktioner

Man kan tegne begraensede funktioner i GeoGebra.

Vi vil tegne funktionen f(z) = 2 hvor —1 < z < 2. Altsé funktionen f(z) = 22
begreenset til definitionsmaengden Dm( f) = [—1;2].

Vi taster forst
x72,-1<x<2

Det giver:

XA S LD OO LN 2

O fx)=x4 (-1<x<2) Y ;i

+ Input...

-1 0 1 2

hmmm.... ikke helt godt. GeoGebra kan ikke finde ud af at tilfgje endepunkter,
sa det ma vi selv ggre. Vi vaelger "Punkt”:

LN B B B S O M P N
(\Z.APunkt N tﬁ

~ 2

og klikker pa endepunkterne:
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B A D00 LN =S
O fx) =% (-1<x<2) =N 5
A = Punkt(f) : i
= Pun : 4
O
= (-1, 1) @ .
O B=(24
2
+ Input... A
LN B
1 0 1 2

Du skal muligvis keempe lidt med punkt B, da punktet ikke ligger pa grafen,
og derfor bliver GeoGebra lidt sur, nar den skal tegne det. Vi mangler nu bare
at fa punkterne til at se rigtige ud. Vi hgjreklikker pa et af punkterne:

4 1 :

Punkt B(2, 4)

Poleere koordinater

2 vis objekt v
A A’ vis navn v/
1 .
f o° Visspor
-1 0 1 § [I:I Omdgb 7
B Slet

2 IQ Indstillinger I

og fjerner flueben i "vis navn”:
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Basis Farve Stil Avanceret Algebra

Scripting 4
Navn
B )
Definition ¢
(2,4)
[

Tekst

N [[] Brug tekst som meerkat

vis objekt
[} vis spor

E vis navn: Navn ~
[[] Fastobjekt

[] Hieelpe objekt

Hvorefter vi klikker ”Stil” og veelger den rigtige punktmarkering (vi husker, at
punktet ikke skulle veere med pa grafen):

Basis F1 Avanceret = Algebra

Scripting

Punkt sterrelse 5

Punktmarkering O

@2@+oo

< & N8 X

Pa samme made fjerne vi navnet pa punkt A, og her er det endelige resultat:
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Sehr gut.

@velse 2.6.3

Tegn i GeoGebra graferne for funktionerne
a) f(x) =2z —3, hvor 1 <z <4
b) g(z) = 0,01z* + 100 hvor = > 20.

Dvelse 2.6.4

Det er fint at kunne tegne grafer i GeoGebra, men hvis man glemmer hvordan
man g¢r i handen, ja sa har man ogsa glemt, hvad en graf er, og sa kan det hele
veere ligemeget.

a) Hvordan tegner man grafen for f(x) = v/2x — 1 uden at bruge GeoGebra?

Grafisk Igsning af ligninger og uligheder
Man kan lgse ligninger og uligheder vha. grafer.

Vi vil lgse ligningen x + 1 = 22 — 4x + 5.

Vi saetter f(x) lig med venstresiden af ligningen og g(z) lig med hgjresiden,
dvs. f(x) =2+ 1 og g(x) = 2° — 42 + 5 og vi skal dermed finde ud af hvornér
f(x) = g(x). Vi tegner graferne for begge funktioner i GeoGebra:
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R A DO LN S
QO  f(x) =x+1 =R
O
+

@=

g(x) = x* —4x+5

2

/
22/ o 2 4

Vi vil nu bruge kommandoen Skaring til at finde skaeringen mellem f og g, sa
vi skriver Skering(f,g) :

R| oA 7 D> OO LN 2B
O  f(x) = x+1 =AY i

Input...

@@=

B

O g(x):x2—4x+5

Skaring(f, g)

= A=(1L2) /o ; y
. f

o B = (4, 5) P 3

o

Lgsningerne til ligningen er x-koordinaterne til de to skeeringspunkterne. Lig-
ningen har altsa to lgsninger:

r=1 og r=4

I afsnittet om polynomier skal vi se, hvordan man lgser den type ligninger uden
at bruge GeoGebra.

Dvelse 2.6.5

Brug den grafiske metode til at lgse ligningerne:
a) 2x —7=5(x+ 1)
b) —a?+1=2"

Hvis der ikke er nogle skaeringspunkter, sa er der heller ingen lgsninger til lignin-

39



gen.

Dvelse 2.6.6

Brug den grafiske metode til at lgse ligningen:
a) ¥’ +1=x—2

QDvelse 2.6.7

Nedenunder ses graferne for to funktioner f(z) og g(z).

5+Y

a) Logs ligningen f(x) = g(x).

Vi kan ogsa lgse uligheder grafisk.

Vi vil lgse uligheden 2z + 1 < —x + 2.
Vi tegner begge sider af uligheden ind i GeoGebra:
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R oA~ DO O L N 2

O  f(x) =2x+1 A/ g

O  gx) = —x+2

2
. 1

+ Input... /
0

-2 -1

-

f -2

Da 2x+1 skal veere mindre end —x+2, ma lgsningen veere givet ved det omrade,
hvor den grgnne graf ligger under den rgde. Vi finder skaeringspunktet:

| oA 7 OO 4L N 2
O  fx) —2x+1 A/ % /

A
O &= x+2 : >\
/

A = Skeering(f, g)
o

= (0.3333333333, 1.6666666667) - 0 1
f
+ Input... —

og lgsningen ma sa veere x < 0,33, fordi den grgnne graf ligger under den rgde
nar r < 0,33.

Dvelse 2.6.8

Brug den grafiske metode til at lgse ulighederne:
a) —r+7<x—4
b) z° +x < 2x

c) 2 +x > 20
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Kapitel 3
Linezere funktioner

Linesere funktioner er funktioner, som vokser med en fast veerdi, nar x vokser
med 1. Udover at have mange praktiske anvendelser er linezere funktioner en af de
grundlaeggende funktionstype, som udger en del af fundamentet for meget andet
matematik.

3.1 Introduktion til linesere funktioner

Vi starter med at definere linezere funktioner. Vi husker, at nar man definere et
begreb i matematik, giver man begrebet en praecis betydning.

Definition 3.1.1

En lineer funktion er en funktion med forskriften f(x) = ax + b, hvor a og b er
to reelle konstanter.

Tallet a kaldes heldningskoefficienten, haeldningstallet, eller bare heldningen.

Vi ser at definitionen fastleegger betydningen af begreberne: linezere funktion,
haeldningskoefficient, haeldningstal og haeldning.

Funktionen f(z) = 2x + 1, er en lineger funktion med a =2 og b = 1.
—3x, er en linezer funktion med a = —3 og b = 0.

Funktionen f(x

()

Funktionen f(x) =
(x) = 5, er en lineaer funktion med a = 0 og b = 5.
(z) =

Funktionen f(x 222 + 3, er ikke en lineser funktion da den ikke har formen
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f(x) =ax +b.

@velse 3.1.1
Afggr, hvilke af folgende funktioner, som er linezere, og bestem for disse tallene
a og b:
a) f(r)=3x+2
b) f(x) =2x
c) flz) =
d) f(z) =2’
e) flz) =~
f) flz) =1
g) f(x) =0
h) f(z) = -1
@velse 3.1.2
Angiv haeldningskoefficienten for funktionerne
a) f(r)=—-3z+2
b) flz) =1

3.2 Grafer for linezere funktioner

Grafen for en lineser funktion kan tegnes pa samme made som grafen for enhver
anden funktion, nemlig ved at lave et sildeben.

Dvelse 3.2.1
Lad f(z) = —2x + 3.

a) Lav et sildeben, og tegn ud fra det grafen for f (med papir og blyant).

Kender man betydningen af a og b i forskriften f(x) = ax + b, kan man tegne
grafen med en hurtigere metode.

o Tallet b angiver, hvor grafen skeaerer y-aksen.

o Tallet a er det tal, man skal ga op, hver gang man gar 1 ud af z-aksen. Hvis
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a er negativ, skal man ga ned i stedet for op.

Betydningen af a og b kan ogsa ses pa tegningen:

Y

Lad os prgve at tegne funktionen f(x) = —2x + 3. Vi kan se, at b = 3, sa
funktionen skaerer y-aksen i 3:

54°Y
4

Da a = —2, skal vi ga 1 ud og 2 ned for at finde det naeste punkt pa grafen.
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T T T T T
-5 —4 -3 =2 -1

Sadan fortssetter vi:

og vi kan forbinde punkterne med en linje:
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Dvelse 3.2.2

Tegn med papir og blyant en skitse af nedenstaende funktioner vha. metoden
beskrevet ovenover:

a) f(z) =05z +2
b) f(x)=x+1
c) f(z)=—-2x+1
d) flz) =5

e) f(z) =0
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Dvelse 3.2.3

Betragt graferne:

f
T
T T T
2 3 4 5
4] g
— 4
—54

Bestem forskriften for fglgende funktioner:
a) Bestem forskriften for f.

b

Bestem forskriften for g.

)
c) Bestem forskriften for h.
d)

Bestem forskriften for s.

Forskrift ud fra to punkter pa grafen

Det er klart, at hvis man har to punkter, sa findes der netop én linje igennem
punkterne. Vi vil nu praesentere en setning, som kan bruges til at bestemme
en forskriften for linjen. En saetning er et matematisk resultat, som er seerligt
nyttigt.
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Satning 3.2.1
Lad f(x) = ax+0b veere en lineaer funktion og antag, at f gar igennem punkterne
P(x,y0) og Q(z1,11):
Y
Q($17 yl)
1 P(xo,y0)
x
Da er konstanterne a og b givet ved:
Y1 — Yo
a = 0og b= Yo — axy
T1 — Xy

Notationen (symbolerne) i seetningen kraever lidt forklaring. Har man en funktion,
er x en variabel, som kan vaere alt muligt. Nogle gange vil man dog tage udgangs-
punkt i en fast z-veerdi, som man sa kalder xy, s& man kan skelne den fra = (der
jo ikke har en fast veerdi). Tallet 0 i skrivemaden x( kaldes et indeks, og har altsa
ikke nogen anden betydning end at signalere, at der er tale om en bestemt x-veerdi.
Har man mere end én fast x-veerdi, kan man kalde den naeste for x;. Tilsvarende
geelder for yg og y1. Sa nar der star P(xg, ) og Q(x1,y1), betyder det altsa bare
to punkter, kaldet P og @, med koordinaterne (zy,yo) og (z1,y1), hvor xq, yo, x1
og 41 er nogle bestemte tal. Maske er det nemmest at forsta med et eksempel:

Vi vil bestemme forskriften for linjen gennem punkterne P(1,2) og Q(4,14).

Sammenligner vi med saetning 3.2.1 far vi at

5170:1
Yo =2
1'1:4
y1=14
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Vi regner forst a:

L (Formlen for a skrives op)
Iy — Xo
14— 2 | |
= 11 (Veerdierne for xg, x1, yo og y; indsaettes)
=4

og med den a-veerdi i baglommen, kan vi sa regne b:

(Formlen for b skrives op)

b=1yy— axg
(Veerdierne for xg, yo og a indsaettes)

=2-4-1
=2

Vi saetter de fundne a og b-veerdier ind i formlen f(x) = az + b:
f(x)=ax+b

=4z + (-2)
=4x — 2

(Veerdierne for a og b indseettes)

Altsa er forskriften f(x) = 4x — 2.
Som regel gider vi ikke give punkterne navne. Sa i stedet for f.eks. P(1,2) og

(Q(4,14) vil vi bare skrive (1,2) og (4, 14).

@velse 3.2.4
Bestem vha. setning 3.2.1 den lineser funktion, som gar gennem punkterne

a) (2,5) og (4,11).
b) (5,—3) og (12, —10).

@velse 3.2.5
Et sildeben for en lineser funktion f er givet ved:
x 4 |8
f(x) 130 |70

a) Bestem en forskrift for f
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3.3 Anvendelser af linesere funktioner

En lineser funktion har forskriften f(x) = axz+»b. Vi husker, at den skeerer y-aksen i
b og vokser med a, hver gang x vokser med 1. Derfor kan linesere funktioner bruges
til at beskrive situationer, hvor vi starter pa en bestemt veerdi og sa efterfelgende
har en fast vaekst eller fald.

Antag at en taxatur koster 40 kr. i starttakst og 15 kr. pr. km (jaja, jeg ved
godt, man ogsa skal betale en tidstakst, men den ser vi bort for her).

Vi kan beskrive prisen for en taxatur vha. en lineser funktion
f(x) =ax+b

hvor = er kgrte kilometer og f(z) er prisen. Vi ved at b er skeeringen med y-
aksen, hvilket svarer til z-veerdien 0. Altsd ma b veere starttaksten da den jo
svarer til at taxaen har kgrt 0 km. Sa mangler vi bare a, som er det, vi skal ga
op, hver gang x vokser med 1. Altsd ma a veere prisen pr. km, da det jo svarer
til det, prisen vokser, hver gang vi kgrer en km. Alt i alt far vi:

flx) =152z 4+40 , x>0

Laeg meerke til, at der star x > 0. Det er fordi, man ikke kan kgre et negativt
antal km.

@velse 3.3.1

Vi tager udgangspunkt i ovenstaende eksempel.
a) Hvad er definitionsmangden for f?

b) Tegn grafen for funktionen f(x).

c) Hvad er veerdimaengden for f7

d

Beregn prisen, nar man kgrer 10 km.

(&

)
)
)
)

Beregn, hvor langt kan man komme for 100 kr.?
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@velse 3.3.2
En maskine koster 800.000 kr. og afskrives med 50.000 kr. om aret.
a) Bestem forskriften for funktionen v(x), der beskriver maskinens vaerdi.

b) Hvor mange ar gar der, for maskine er afskrevet?

Dvelse 3.3.3

En person besluttede sig for at holde gje med sin graesplaene i en periode. Per-
sonen fandt ud af, at graesset hgjde, malt i cm, kunne beskrives med funktio-
nen

flx)=15x+5
hvor x er antallet af uger efter i 1. maj 1980 og f(x) er hgjden.
a) Forklar betydningen af tallene 1,5 og 5 i forskriften.

@velse 3.3.4
En virksomhed saelger en vare.

Prisen E(z), som funktion af eftersporgslen z, er givet ved:

E(r)=—22+400 , x>0

Prisen U(x), som funktion af udbuddet x, er givet ved:

U(x)=2x+200 , x>0

Prisen er i kr. og maengden er i stk.

Ligeveegtmaengden er den maengde x, hvor udbud og efterspgrgsel er lige store
(surprise). Den tilhgrende pris, kaldes ligeveegtsprisen (suprise surprise).

a) Bestem ligevaegtmaengden.

b) Bestem ligeveegtsprisen.
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Dvelse 3.3.5

En virksomhed producerer en vare. De faste omkostninger er 30.000 kr., og
derefter er der en enhedsomkostning pa 140 kr. pr. kg. Virksomheden kan szlge
varen for 200 kr. pr. kg.

a) Bestem en forskrift for funktionen C' som beskriver omkostningerne C'(z)
i kr. som funktion af veegten z i kg.

b) Bestem en forskrift for funktionen R som beskriver omsstningen R(z) i
kr. som funktion af veegten x i kg.

¢) Bestem omkostningerne ved en produktion pa 100 kg.

d) Hvor mange kg. skal virksomheden producere, for det giver overskud?

Dvelse 3.3.6

Prisen pa en vare kan beskrives ved en lineser funktion p(z) = ax + b, hvor x er
afseetningen i stk. Ved en pris pa 800 kr. afseettes 1500 stk. og ved en pris pa
1000 kr. afsaettes 1100 stk.

x| 1500 | 1100
p(z) | 800 | 1000

a) Bestem en forskrift for p.

b) Bestem prisen ved en afsaetning pa 500 stk.

¢) Bestem afssetningen ved en pris pa 300 kr.

3.4 Stykkevis linesere funktioner
En stykkevis lineer funktion er en funktion, hvis graf er sammensat af linjestyk-

ker.

Her ses grafen for en stykkevis lineser funktion f.
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Da en stykkevis lineser funktion bestar af flere dele, bestar forskriften ogsa af flere
dele. Funktionen fra eksempel 3.4.1 har forskriften:

2
20 — 8 for x > 2

f(x){lxl for x < 2

En sadan forskrift kaldes en gaffelforskrift. Vi ser at funktionsvaerdierne er bestemt
ved —%:1:—1 nar xr < 2, og 2z—8 nar x > 2. Vi kan regne f(5) ved forst at observere
at b > 2, sa vi skal bruge udtrykket 2z —8 til regne funktionsveerdien. Vi har derfor
at

f(b)=2-5-8=2

S& f(5) = 2.
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Dvelse 3.4.1

Vi fortsesetter med funktionen med forskriften:

Ly 1 forax<?2
flx) =472
2 — 8 for x > 2

Man kan tegne grafen for en stykkevis lineser funktion ved at tegne alle linjer-
ne i forskriften, hvorefter man visker dele af dem ud. Til sidst kan man tilfgje
endepunkter. Lad os se pa, hvordan man tegner grafen for funktionen:

1
—sr—1 forx<?2
fl@)=1,72
20 — 8 for x > 2
Vi starter med at tegne linjerne y = —%x —logy=2x—28:
54 Y
4_

Funktionen skal skifte ved x = 2, sa vi visker grafen for y = 2z — 8 ud til venstre
for x = 2 og visker grafen for y = —%x — 1 ud til hgjre for x = 2.
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Vi mangler nu bare at tilfgje endepunkter. Da venstre del geelder for x < 2, og
hgjre del gaelder for x > 2, ma det veere hgjre del, som geelder for x = 2, og derfor
skal der vaere et lukket (udfyldt) endepunkt péa hgjre del og et abent endepunkt
(ikke udfyldt) pa venstre del:
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QDvelse 3.4.2

Tegn grafen for funktionerne:

a)
20 +5 forx < —1
r—4 forxz>—1

-]

r+5 forax < -2
g(zr) =133 for —2<zx<1
4r —3 forl<ax<?2

Vi vil bestemme forskriften for den stykkevise linesere funktion givet ved grafen:

54Y

Venstre del er nem, det er jo bare den konstante funktion f(x) = —3, den er
gaeldende nar x ligger mellem —4 og 1, begge punkter er inklusive, da de er
markeret med en udfyldt bolle. S& vi har en gren som hedder:

f(a:)z{_g forda<zx<1

Vi kan bestemme forskriften for hgjre del ved at veelge to punkter pa grafen
og sa bruge seetning 3.2.1 (den ssetning med forskriften ud fra to punkter). Vi
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aflaeser to paene punkter pa hgjre del:

(2,3)  og (40

Vi indsaetter forst i formlen for a:

Y1 — Yo
a:

T1 — Xy
~0-3

4-2
=15

Sa beregnes b:

b=yo— axg
=3—(—-1,5)-2
=6

Altsa hgjre del er bestemt ved y = —1,5x + 6, og da den er gaeldende for z > 0
(endepunktet er markeret med en ikke udfyldt bolle) far vi:

fx) =

-3 for —4<z<1
—152+6 forx>1
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Dvelse 3.4.3

Betragt den stykkevise linesere funktion f:

54Y

a) Bestem forskriften for f
b) Beregn f(—2) og f(1).

Anvendelse af stykkevis lineaere funktioner

Til slut vil vi se pa en enkelt anvendelse af stykkevis linesere funktioner. I et
progressivt skattesystem betaler dem med hgjere indkomster en stgrre procentdel
i skal end dem med lavere indkomster. Jeg har opgivet at folge med i det danske
skattesystem, men pa et tidspunkt (maske 20207) s& det ca. sadan her ud:
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Skat i 1000 kr.

300+

250+

200+

150+

100+

20+

Indkomst i 1000 kr.
100 200 300 400 500 600

Funktionen viser det samlede skattebelgb man betaler som funktion af indkomsten
x. Man kan se at kurven har et skarpt knaek ved ca. 50.000 kr. og hvis man kigger
ngje, kan man se, at den ogsa knaekker ved 520.000 kr.
Dvelse 3.4.4
Betragt grafen for skattesystemet.

a) Forklar betydningen af de forskellige haeldningerne pa grafen.

b) Bestem haldningen for den sidste del af grafen (bare sddan ca.) og forklar,
hvad den udtrykker.

3.5 Lineser regression i WordMat

OBS: Dette afsnit kan springes over, hvis du er pa den gamle ordning (startet for
2024). I stedet skal du sa laese afsnit 6.4.

Vi skal bruge et Excel-ark fra WordMat. Hvis du har WordMat installeret, finder
du det her:

Hjem Indsaet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse Vn WordMat

. ¥ 7 vobcv . . ﬂ . . ﬂ . [D] E .7/ Regression v TR s, Trekant + O Opdater v
B 3 s 7 - Indszet tabel [ Figurer
— Beregn Les Def. Vis Graf 3D Plot Statistik Genveje Manual

m rad <O O Tabel v O Om WordMat

Formler
Lineaer
Eksponentiel
Potens

Polynomisk

Excel regression

Brugerdefineret regression
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Hvis ikke du har WordMat installeret, kan du downloade arket her.

@velse 3.5.1

For at kunne fglge med i resten har du brug for det omtalte Excel-ark.

a) Aben det omtalte Excel-ark. Enten fra WordMat eller ved at downloade
det via linket. Sig ja til "makroer” nar du abner det.

Lineser regression bruges til at beskrive udviklinger, som er tilnsermelsesvist line-
gere. Vi vil i det fglgende kigge pa tilskuerudviklingen ved VM i fodbold i perioden
1930-2022:

Land Ar Antal ar efter 1930 Antal tilskuere

Uruguay 1930 0 590549
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700
Brazil 1950 20 1045246
Switzerland 1954 24 768607
Sweden 1958 28 819810
Chile 1962 32 893172
England 1966 36 1563135
Mexico 1970 40 1603975
West Germany 1974 44 1865753
Argentina 1978 48 1545791
Spain 1982 52 2109723
Mexico 1986 56 2394031
Italy 1990 60 2516215
United States 1994 64 3587538
France 1998 68 2785100
South Korealapan 2002 72 2705197
Germany 2006 76 3359439
South Africa 2010 80 3178856
Brazil 2014 84 3429873
Russia 2018 88 3031768
Qatar 2022 92 3404252

Excel-arket med tilskuerudviklingen kan downloades her.

Konstruktion af xy-plot i WordMat

Vi gnsker at fa et overblik over udviklingen. Vi abner Excel-filen med tilskuerud-
viklingen, rammer de to sidste kolonner ind og copy paster over i WordMat-arket
som vist her:
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./assets/wordmat-regression.xlsm
./assets/vmtilskuere.xlsx

Koordinatsystem
Antal ar efter 1930__Antal filskuere Rediger funk Reg e 1 || 00
Uruguay 1930 0 590549 E— 1500000
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700 Punktet Konstaniter Marker'punkter 3000000
Brazil 1950 20 1045246 M M M
Switzerland 1954 2 768607 0 6E405 2500000
Sweden 1958 28 819810 4 405
Chile 1962 32 893172 8 4E:05 2000000
England 1966 36 1563135 20 16406
Mexico 1970 40 1603975 24 8E05 1500000
Vel West Germany 1974 44 1865753 28 8E+0S 1000000
FPY Argentina 1978 48 1545791 32 9E405
vEY Spain 1982 52 2109723 36 26406 500000
EZY Mexico 1986 56 2394031 40 2606
15 [ 1990 60 2516215 2: :E‘:: o
F United States 1994 64 3587538 o ane 0 10 2 3 4 s & 70 8 % 100
FEA France 1998 68 2785100 e oei0e -
FEY south Korea/Japan 2002 72 2705197
FEY German 2006 76 3359439 €0 3E06 .
v 64 4E+06 Residualplot
Bl South Africa 2010 80 3178856
. 68 3E+06
Py Brazil 2014 84 3429873 12
t7Y Russia 2018 88 3031768 72 3806
23 2022 %2 3404252 76 3E08 1
Qatar 80 36406
84 3E+06
https://en.wikipedia.org/wiki/FIFA World Cu 88 36306 50
92 3406 2
k]

Indholdet i den grgnne boks kaldes et xy-plot og bruges til at visualisere udviklin-
gen. P& z-aksen har vi "antal af ar efter 19307, og pa y-aksen har vi tilskuertallet.
For at ggre det tydeligt gar vi ind og sendre aksetitlerne (bare ved at dobbeltklikke
pa "x” og 'y” pa akserne):

4000000 3

3500000 4 °

Tilskkuertal
.
.

3000000 - .
2500000 .
2000000 -
1500000 1 LI »
1000000 - ®

500000 3

0 T T T T T T T T >

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Antal ar efter 1930

Flot ser det ud!

Dvelse 3.5.2
Det er nu din tur

a) Lav det omtalt xy-plot i Excel.

Konstruktion af regressionsmodel i WordMat

Vi kan se i xy-plottet, at der er en lineser tendens i udviklingen. Dvs. det ser ud som
om, at udviklingen fglger en lineser funktion, men med nogle tilfeeldige afvigelser
undervejs. Vi kan finde den lineaer funktion ved at klikke som vist her:
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ol R S T u \ W X Y z AA AB

1 ) ) ) Koordinatsystem a000000 @ Regression
2 Rediger funktion 1 Xnin | Xmax | Yrin | Ywax | | B
3 Tangent é 3500000 Datasaet Regressionstype
4 = nacn
— ]
5 Punktet Konstanter Marke?punkter E 3000000
6 X |y Ix y X y X y 2
7 i 0 6E+05 2500000 Polynomisk
8 . 4 4E+05 Logaritmisk
2000000
8 A4E+05 Vis ligning F1
24 8E+05 1500000 Vis R2-va .
28 B8E+05 Bemeaerk: hvis du tilfgjer eller fierner punkter fra et
32 9E+05 1000000 datasaet s& skal du klikke regression-knappen igen
36 2E+06 .
[<aTalalaTal } /

Det giver os:

4000000 7
y = 37715x + 152517

. R? =0,9081 -
5 =

3500000 4 et 3

Tilskuertal

3000000 4

2500000 +

2000000 +

1500000 A

1000000 4

500000 4

0 T T T T T T T T ]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Antal ar efter 1930

Vi har nu fundet den linje, som passer bedst muligt til punkterne. Vi ser, at punk-
terne ligger tilfaeldigt omkring linjen, og det er godt. Er der systematiske afvigelser
fra linjen, er der nemlig noget, der tyder pa, at vi ikke kan beskrive udviklingen
med en lineaer funktion. I denne grgnne boks ses forskriften for linjen:

y = 37715z + 152517

Denne funktion kaldes for en lineer model for udviklingen. De 37715 kan fortolkes
som den arlige stigning af tilskuere i perioden 1930-2022. Det er klart at den
faktiske stigning har veeret forskellig fra ar til ar, sa de 37715 fungerer som et
slags "gennemsnit”. De 152517 er tilskuerantallet i ar 1930 ifglge modellen. Det
faktiske antal tilskuere i 1930 var 590549, som det ses i tabellen, sa modellen
rammer ret skaevt her. I screenshottet ses ogsa at = 0,9081. Betydningen af dette
vil blive forklaret om lidt.
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Vi kan bruge modellen til at forudsige, hvor mange tilskuere der vil vaere til VM
i 2034. Vi regner fgrst, hvor mange ar det er efter 1930:

2034 — 1930 = 104
Vi kan sa seette 104 ind i stedet for x i vores model og fa tilskuertallet:

y = 37715 - 104 4 152517 = 4074877

Sa der vil veaere ca. 4 mio. tilskuere til VM i 2034, hvis den nuveerende tendens
fortsaetter.

@velse 3.5.3
Du skal nu se om du kan komme til den samme model som mig.

a) Opstil en linezer model for udviklingen i antallet af tilskuere i perioden
1930-2022.

b) Bestem den arlige vackst i antallet af tilskuere i perioden.

¢) Hvor mange tilskuere var der, ifslge modellen, til VM i Italien i 19907
Sammenlig med det faktiske antal.

Determinationskoefficient og korrelationskoefficient

Da vi lavede den linezre model for tilskuerudviklingen, fik vi ogsa at vide, at
R? = 0,9081. Tallet R? kaldes determinationskoefficienten er et méal for, hvor godt
modellen beskriver udviklingen. Determinationskoefficienten ligger altid mellem 0
og 1, og den er teet pa 1, nar modellen passer godt med udviklingen.

Her er tre eksempler p& xy-plot med forskellig R? veerdi:
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R*=1 R*=09 R*=0

I det fgrste plot er R? = 1, hvilket betyder at alle punkterne ligger pa regressions-
linjen. Dvs., at modellen giver en fuldsteendig beskrivelse af udviklingen. I det
andet plot er R? = 0,9. Her der en klar voksende lineser tendens, men punkterne
afviger noget fra linjen. I det sidste plot er R? = 0, hvilket umiddelbart er over-
raskende, da punkter ligger ca. ligesa teet pa linjen som i plot nr. 2. Nar vi siger,
at R? viser, hvor godt modellen beskriver udviklingen, mener vi i forhold til en
vandret linje. I det sidste plot, kan vi ikke finde en lineaer funktion, som beskriver
udviklingen bedre end en vandret linje, og derfor er R? = 0.

I stedet for at angive determinationskoefficienten, kan man angive en stgrrelse som
hedder korrelationskoefficienten. Den betegnes med r og fas ved at tage kvadra-
troden af R?. Dog skal man saette et minus pa, hvis udviklingen er aftagende.

Man kunne tro, at hvis bare R? er teet pa 1, sd har man ogsa en god model for
ens data. Men sadan er det ikke ngdvendigvis. Det er vigtigt, at punkterne ligger
pa en tilfeeldig made omkring linjen, sa det rent faktisk ligner en lineser funktion
med nogle tilfeeldige afvigelser.

Betragt xy-plottet:
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Den ligner ikke en linje, men lad os alligevel prgve at lave en lineser model:

Y

X

Denne model har R? = 0,93, hvilket da er rimelig teet pa 1, men igen, det er
tydeligt, at der ikke er tale om en lineser udvikling. S& en hgj R? er ikke nok til
at sikre at man har fat i en god model!

I praksis kan det veere sveert at afggre, om der er tale om tilfseldige eller systema-
tiske afvigelser alene ud fra xy-plottet og modellen. Nogle gange kan det hjalpe
at lave et sakaldt residualplot. Det er et diagram, som viser afvigelserne mellem
punkter og model. WordMat-arket foreerer os residualplottet samtidig med at vi
laver den linesere model. Det dukker op lige under xy-plottet. Residualplottet for
tilskuerudviklingen til VM i fodbold ser sdledes ud:
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Residualplot
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-200000 - L2 +
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-400000 - . . 3
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-600000 -

Pa residualplottet kan vi se, hvordan modellen afviger fra data. F.eks. har det
fgrste punkt i residualplottet en y-veerdi pa ca 440.000. Det betyder at det forste
punkt i xy-plottet ligger 440.000 over linjen. Dvs., at hvis vi bruger vores model
til at regne tilskuertallet for forst VM, vil vi fa et resultat, der er 440.000 for lavt.
Vi kalder veerdierne i residualplottet for residualer. Residualerne i det konkrete
residualplot ser ud til at fordele sig tilfaeldigt omkring z-aksen, sa vi har ikke nogen
grund til at tro, at der skulle veere noget galt med vores model.

@velse 3.5.4
Antag at en aftagende lineser model har R? = 0,9814

a) Er der tale om en tilnsgermelsesvis linesger udvikling?

b) Bestem korrelationskoefficienten.

Vi vender tilbage til situationen i eksempel 3.5.2:

y L]
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Som vi ogsa bemaerkede i eksempel 3.5.2, kan vi se, at tendensen i punkterne
ikke er lineger, og derfor er den linesere model ikke nogen god model. Laver man
et residualplot, vil det se saledes ud:

Residualer

Her ses det tydeligt, at residualerne ikke fordeler sig tilfeeldigt omkring linjen,
hvilket altsa bekraefter, at vores model er problematisk. Kigger man grundigt pa
xy-plottet og residualplottet, er det klart, at der ikke er nogen ny information i
residualplottet. I begge diagrammer kan man se, hvordan punkterne afviger fra
linjen — det er bare lidt nemmere at se i residualplottet.

Vi vil mgde situationer, hvor der er system i residualerne — isaer nar vi kigger
pa udviklinger over tid. Er der system i residualerne, er det enten fordi modellen
er skrupforkert, eller fordi modellen kun formar at beskrive i udviklingen i grove
treek. Vi vil bruge xy-plottet til at afggre, om det er det er det ene eller det andet.
Ser xy-plottet fint ud (tydelig lineser tendens) samtidig med at residualplottet vi-
ser system i residualerne vil vi acceptere modellen, men tage forbehold for, at der
er tendenser som modellen ikke fanger. Det skal dog siges, at det er forsimplet
statistik vi laver her pa HHX, og at man i virkeligheden har forskellige mulighe-
der for at forbedre/sendre modellen, sa man kan slippe af med de systematiske
afvigelser.
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@velse 3.5.5
I denne gvelse skal du se pa jordens befolkningstal i perioden 1970-2021.

a) Download et Excel-ark med data her og tilfgj en sgjle til arket, som inde-
holder antallet af ar efter 1970.

b) Opstil et xy-plot, som viser jordens befolkningstal som funktion af antallet
af ar efter 1970. Veer opmeaerksom pé, at du muligvis skal hgjreklikke og
veelge "Indsaet speciel -> Veerdier”, nar du indseaetter dine data i WordMat
(det athzenger af, hvordan du har tilfgjet den ekstra sgjle i det oprindelig
ark).

c) Opstil en lineszer model for udviklingen i befolkningstal og bestem R2.

(o

Forklar betydningen af tallene i modellen,

)
)

e) Bestem hvornar vi, ifslge modellen, er 10 mia. mennesker pa jorden.
)

f) Lav et residualplot og vurder modellen.

Det er vigtigt at bemaerke, at den type modeller, vi kigger pa her, har en begraenset
levetid. Det kan godt veere, at der har vaeret en lineser vackst i jordens befolkning
de sidste 50 ar, men det betyder ikke at veeksten ogsa vil vaere lineser de naeste 50
ar. Derfor bgr man veere forsigtig med at bruge den slags modeller til at fremskrive
udviklinger.

Ekstra

Vi skal nu se, hvordan den linesere model fremkommer nar man laver regression i
WordMat (eller andre tilsvarende veerktgjer). Vi tager udgangspunkt i et simpelt
xy-plot med kun tre punkter:

Y

X

Vi tegner nu (bare sa godt vi kan) en linezer funktion, der bedst muligt gar igennem
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punkterne. Det er svaert, da der er ikke er en tydelige lineser tendens.

Yy

Vi markerer nu residualerne:

Yy

X

Residualerne viser afvigelsen mellem model og data for det pageeldende punkt.
Man kunne godt tro, at det gik ud pa at minimere denne afstand. Altsa at vi
justerede linjen indtil, at den samlede lodrette afstand fra punkterne til linjen var
mindst muligt. Men det er ikke helt det vi ggr. I stedet tegner vi kvadrater med
residualerne som sideleengder:

Y

X

Det er arealet af disse kvadrater som WordMat minimerer, nar vi laver lineser
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regression. Altsd WordMat finder regressionsmodellen ved at justere pa linjen,
indtil det samlede areal af kvadraterne ikke kan blive mindre.

3.6 Lineser regression i Excel og GeoGebra

OBS: Det afsnit er for elever pa den gamle ordning (startet fgr 2024) eller for
elever, som gnsker at leere flere metoder til at lave lineser regression. Er man pa
den nye ordning er afsnittet valgfrit, men planlaegger man at afslutte matematik
pa A-niveau, sa anbefaler jeg, at man regner dette afsnit ogsa.

Lineaer regression bruges til at beskrive udviklinger, som er tilnsermelsesvist line-
gere. Vi vil i det folgende kigge pa tilskuerudviklingen ved VM i fodbold i perioden
1930-2022. Vi vil tage udgangspunkt i et Excel-ark, der indeholder fglgende:

Land Ar Antal ar efter 1930 Antal tilskuere

Uruguay 1930 0 590549
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700
Brazil 1950 20 1045246
Switzerland 1954 24 768607
Sweden 1958 28 819810
Chile 1962 32 893172
England 1966 36 1563135
Mexico 1970 40 1603975
West Germany 1974 44 1865753
Argentina 1978 48 1545791
Spain 1982 52 2109723
Mexico 1986 56 2394031
Italy 1990 60 2516215
United States 1994 64 3587538
France 1998 68 2785100
South Korealapan 2002 72 2705197
Germany 2006 76 3359439
South Africa 2010 80 3178856
Brazil 2014 84 3429873
Russia 2018 88 3031768
Qatar 2022 92 3404252

Konstruktion af xy-plot i Excel

Vi gnsker at fa et overblik over udviklingen. Vi abner Excel-filen, rammer de to
sidste kolonner ind og indsaetter et punktdiagram:
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Hjem Indszet | Tegning Sidelayout Formler Data Gennemse Vis

il T T

Tabeller lllustrationer Tilfgjelsesprogrammer Anbe

C2

Land
Uruguay

590549

Italy 193 4 363000

France 193 8 375700

Brazil 195 20 1045246 :
Switzerland 195 24 768607 Boblediagram

Sweden 195
Chile 196
England 196
Mexico 197

28 819810
32 893172
36 1563135
40 1603975

West Germany 197 44 1865753
Argentina 197 48 1545791
Spain 198 52 2109723
Mexico 198 56 2394031
Italy 199 60 2516215
United States 199 64 3587538
France 199 68 2785100
South Korealapan 200! 72 2705197
Germany 2001 76 3359439
South Africa 201 80 3178856
Brazil 201 84 3429873
Russia 201 88 3031768

Qatar 202 3404252

Det giver os fglgende diagram:

Diagramtitel

4000000
3500000 ® .
3000000 .
2500000

2000000

1500000 e® o
1000000 .

500000 ®

LR

0
0 20 40 60 80 100

Det er sadan set et fint diagram borset fra, at man ikke kan se, hvad det forstiller.
Vi tilfgjer aksetitler:
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Hjem Indseet Tegning Sidelayout Formler Data Gennemse Vis Automatiser Diagramdesign

Aksetitler

|_|1D_ Primzer vandret

Diagramtitel
Datamzerkater |_|1D_ Primeer lodret

Klikker vi diagramtitlen og aksetitlerne, kan vi sendre dem:

Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold

4000000
3500000 ® o o
3000000 .
2500000 °®

2000000 L

1500000 e® o

1000000 .

Antal tilskuere
[ ]

[ ]
500000 )

0
0 20 40 60 80 100

Antal ar efter 1930

Det var meget bedre. Nu kan man se, hvad diagrammet forstiller. Et sadan diagram
kaldes et zy-plot. Vi kan se, at der er en lineser tendens i udviklingen. Dvs. det
ser ud som om, at udviklingen fglger en linezer funktion, men med nogle tilfseldige
udsving undervejs.

@velse 3.6.1
Excel-arket med tilskuerudviklingen kan downloades downloades her.

a) Lav selv xy-plottet ved at folge ovenstaende vejledning. Husk at sendre
diagramtitlen og tilfgj aksetitler. Gem Excelarket, du skal bruge det i
nacste gvelse.

Lineaer regression i Excel

Vi vil nu finde en forskrift for den linje, som passer bedst muligt med punkterne.
Vi hgjreklikker pa et af punkterne xy-plottet og tilfgjer en tendenslinje:
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Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold

4000000
3500000
2000000 Slet
§ 2500000 % Nulstil, s& det svarer til typog
% 2000000
£ 1500000 Skift diagramtype
~ 1000000 Veelg data...
500000 %$%

Tilfaj datamaerkater
Tilfgj tendenslinje...
Formatér dataserie...

Ude til hgjre veelger vi "Lineger”, "Vis ligning i diagram” og ”Vis R-kvadreret
veerdi i diagram”

\_ ® Linezer
Logaritmisk
Polynomisk
Potens
\_ Glidende gennemsnit Periode

Tendenslinjenavn
® Automatisk Lineaer (Serie1)

Brugerdefineret

Prognose

Fremad perioder

Bagud perioder
Angiv skaering 0,0
v Vis ligning i diagram

¥ Vis R-kvadreret vaerdi i diagram

Det giver os fglgende:
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Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold

4000000
3500000 °
y =37715x + 152517 o e
3000000 e
o R? = 0,9081 e
8 2500000 o
o o
£ 2000000 -
£ 1500000 oY o
<
1000000 L T
° T e e
500000 ¥ o
0
0 20 40 60 80 100

Antal ar efter 1930

Excel har nu fundet den linje, som passer bedst muligt til punkterne. Vi ser, at
punkterne ligger tilfaeldigt omkring linjen, og det er godt. Er der systematiske
afvigelser fra linjen, er der nemlig noget, der tyder pa, at vi ikke kan beskrive
udviklingen med en linezer funktion. Excel har ogsa givet os forskriften for linj-

en:
y = 37715z + 152517

Denne funktion kaldes for en lineer model for udviklingen. De 37715 kan fortolkes
som den arlige stigning af tilskuere i perioden 1930-2022. Det er klart at den
faktiske stigning har veeret forskellig fra ar til ar, sa de 37715 fungerer som et
slags "gennemsnit”. De 152517 er tilskuerantallet i ar 1930 ifglge modellen. Det
faktiske antal tilskuere i 1930 var 590549, som det ses i tabellen, sd& modellen
rammer ret skeevt her. I screenshottet ses ogsd at B2 = 0,91. Betydningen af dette
vil blive forklaret om lidt.

Vi kan bruge modellen til at forudsige, hvor mange tilskuere der vil vaere til VM
i 2034. Vi regner forst, hvor mange ar det er efter 1930:

2034 — 1930 = 104
Vi kan sa seette 104 ind i stedet for x i vores model og fa tilskuertallet:
y = 37715 - 104 + 152517 = 4074877

Sa der vil veere ca. 4 mio. tilskuere til VM i 2034, hvis tendensen fortsaetter.
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Dvelse 3.6.2

Du skal nu arbejde videre med dit Excel-ark fra sidste gvelse og se, om du kan
komme til den samme model som mig.

a) Opstil en linezer model for udviklingen i antallet af tilskuere i perioden
1930-2022.

b) Bestem den arlige vaekst i antallet af tilskuere i perioden.

¢) Hvor mange tilskuere var der, ifglge modellen, til VM i Italien i 19907
Sammenlig med det faktiske antal.

Determinationskoefficient og korrelationskoefficient

Da vi opstillede den linezere model for tilskuerudviklingen, fik vi ogsa at vide, at
R? = 0,91. Tallet R? kaldes determinationskoefficienten er et mal for, hvor godt
modellen beskriver udviklingen. Determinationskoefficienten ligger altid mellem 0
og 1, og den er teet pa 1, nar modellen passer godt med udviklingen.

Her er tre eksempler pa xy-plot med forskellig R? veerdi:
Y Y Y

R?=1 R2=10,9 R2=0

I det forste plot er R = 1, og det er den kun, nar punkterne ligger pa regressions-
linjen. Det betyder, at modellen giver en fuldsteendig beskrivelse af udviklingen. I
det andet plot er R? = 0,9. Her der en klar voksende lineser tendens, men punk-
terne varierer noget fra linjen. I det sidste plot er R? = 0, hvilket umiddelbart er
overraskende, da punkter ligger ca. ligesa teet pa linjen som i plot nr. 2. Nar vi
siger, at R? viser, hvor godt modellen beskriver udviklingen, mener vi i forhold
til en vandret linje. I det sidste plot, kan vi ikke finde en lineser funktion, som
beskriver udviklingen bedre end en vandret linje, og derfor er R? = 0.

Man kunne tro, at hvis bare R? er teet pa 1, sd har man ogsd en god model for
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ens data. Men sadan er det ikke ngdvendigvis. Det er vigtigt, at punkterne ligger
pa en tilfeldig made omkring linjen, sa det rent faktisk ligner en lineser funktion
med nogle tilfzeldige afvigelser.

Betragt xy-plottet:

Den ligner ikke en linje, men lad os alligevel prgve at lave en lineser model:

Denne model har R? = 0,93, hvilket da er rimelig teet pA 1, men vi kan se at
punkterne ikke ligger tilfeeldigt omkring linjen. Fgrst ligger de over, sa er der et
langt stykke, hvor de ligger under, og til sidst ligger de over igen. Sa udviklingen
kan ikke beskrives med en lineser model.

I stedet for at angive determinationskoefficienten kan man angive en stgrrelse som
hedder korrelationskoefficienten. Den betegnes med r og fas ved at tage kvadra-
troden af R?. Dog skal man saette et minus pa, hvis udviklingen er aftagende.
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@velse 3.6.3
Betragt den fglgende xy-plot lavet i Excel:

25

*
20 "'!'-’-.. y =-0,7337x + 25,584
..Q..._“. RZ = 0,9814
15 ‘6‘
- ..‘
0 "'o-'_.
1 .""-9_._0
5
0
0 5 10 15 20 55 20

X

a) Er der tale om en tilnszermelsesvis lineser udvikling?

b) Bestem korrelationskoefficienten.

Hvis du har teenkt dig at lave ekstraafsnittet, sa ggr det inden du regner den naeste
gvelse. I ekstraafsnittet far du nemlig et alternativ til at regne i Excel.

Dvelse 3.6.4
I denne gvelse skal vi se pa jordens befolkningstal i perioden 1970-2021.

a) Downloade data her og tilfgj en sgjle i Excel, som indeholder antallet af
ar efter 1970.

b) Opstil et xy-plot, som viser jordens befolkningstal som funktion af antallet
af ar efter 1970.

¢) Opstil en lineser model for udviklingen i befolkningstal, og vurder om
modellen giver en god beskrivelse af data.

d) Forklar, betydningen af tallene i modellen,

e) Bestem hvornar vi, ifslge modellen, er 10 mia. mennesker pa jorden.

Det er vigtigt at bemeerke, at den type modeller, vi kigger pa her, har en be-
graenset levetid. Det kan godt veere, at der har veeret en lineser vackst i jordens
befolkning de sidste 50 ar, men det betyder ikke at vacksten ogsa vil veere lineaer
de naeste 50 ar. Derfor bgr man veere forsigtig med at bruge den slags modeller
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til at fremskrive udviklinger. Faktisk kan man allerede fornemme et lille dyk i
befolkningsveeksten... Spgrgsmalet er om det tilfaeldigt eller en tendens? Det vil
de kommende ar vise.

@velse 3.6.5
Sa befolkningstilvacksten er lineaer... men hvor leenge mon?

a) Bestem jordens befolkning om 10 mia. ar.

Ekstra

I dette ekstraafsnit skal vi fgrst se pa, hvordan man laver lineser regression i
GeoGebra. Der er bade fordele og ulemper ved GeoGebra, og derfor er det godt at
kunne lave regression i bade Excel og GeoGebra. Derefter vil vi se pa matematikken
bag lineger regression.

Lineaer regression i GeoGebra

Hvis du har problemer med fglge guiden, sa gor vinduet stgrre. GeoGebra gemmer
knapper, hvis vinduet er for smat

Vi kan lave lineser regression i GeoGebra ogsa. Vi abner GeoGebra og veelger
"Regneark”

@E[ﬂ] a2z Y 1 =
+ | Input... &+ T ' B Fil

/" Rediger

) Perspektiv

1 Vis
A ; Algebra vindue

x- [] CAS

@& Tegneblok
@& [] Tegneblok 2
4 [ 3D Grafik

-2 3 Regneark
4

o N ks N =
)]

©

(=}
|l
N = O

—_
S W

Vi copy-paster nu data ind i regnearket. Her er det vigtigt at du hgjreklikker
og vaelger indsat. Trykker du ecmd-v (ctrl-v i Windows) virker det ikke:
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Og vi ser at vores model er:
y = 37715x + 152517

Men lgjerne stopper ikke her. Vi kan f& modellen ind i et algebravindue, sa vi kan
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Vi lukker nu nogle vinduer og zoomer pa akserne og far:

A0 O 4N (e
= 4000000

® 11 = {(A1,B1),(A2,B2),(A3,B3), (A4,B4 = o

= {(0, 590549), (4, 363000), (8, 375700), (20, 104 L
o g(x) = FitPoly(I1,1) : 2000000

— 37715.0117252554 x + 152517.1538011433 %

Input... )
’ v -50 / 50 100 150

Funktionen g(z) kan vi arbejde med, som enhver anden funktion i GeoGebra.

Vi kan lave et xy-plot som egner sig til praesentation ogsa. Vi skal bare indsatte
titler pa akserne. Vi hgjreklikker pa et tomt stedet i koordinatsystemet og veelger
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Vi trykker "xAkse” og skriver ”Antal ar efter 1930” ind under "Navn”:
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Vi tilfgjer en titel pa y-aksen pa tilsvarende made. Vi slukker for modellen (klikker
pa den rgde bolle foran g(x)) og zoomer lidt sa det er pzent:
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og der var sa det mine damer og herre. Et xy-plot i GeoGebra!
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Det er klart at det er hurtigst at lave xy-plot i Excel, men skal man regne videre
med modellen er GeoGebra smartere. Det skal dog nsevnes at GeoGebra ikke
virker med store dataseet (jeg tror vist greensen er 350 raekker), sa hvis du har
rigtig mange observationer, skal du bruge Excel.

For elever pa den nye ordning (eller elever pa A-niveau), kan jeg navne,
at der ogsa kan laves residualplot i GeoGebra. Man laver det ud fra xy-plottet ved
at klikke pa "Punktplot” og veelge "residualdiagram”:

Voo ¥ - Q =
A E ¢ e 5 - v 123|(=2 .

1 0 590549 o ¢ RE R k=Y

2 4 363000 . Y:B1:B22

3 8 375700 4000000
| 4 ] 20 1045246 .

5 24 768607

6 28 819810 s 3000000

7 32 893172
'8 | 36 1563135 ;

&) 40 1603975 2000000

10 44 1865753

11 48 1545791 Y

12 52 2109723 1000000
13 | 56 2394031 =

14 60 2516215

15 64 3587538 -2

16 68 2785100 (TS

17 72 2705197 -3

Sadan virker linezer regression

Vi skal nu se, hvordan den linesere model fremkommer nar man laver regression
i Excel og GeoGebra. Vi tager udgangspunkt i et simpelt xy-plot med kun tre
punkter:

X

Vi tegner nu (bare sé godt vi kan) en lineser funktion der bedst muligt gar igennem
punkterne. Det er sveert, da punkter ikke rigtigt ligger pa en linje:
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X

Vi markerer nu den lodrette afstand mellem punkt og linje:

Y

X

Afstandene repraesenterer fejlen mellem model og data for det pagaeldende punkt.
Man kunne godt tro, at vi nu prgvede at minimere denne afstand. Altsa at vi
justerede linjen indtil, at den samlede lodrette afstand fra punkterne til linjen var
mindst muligt. Men det er ikke helt det vi ggr. I stedet tegner vi kvadrater med
afstandene som sidelaengder:

Yy

X

Det er arealet af disse kvadrater som Excel/GeoGebra minimerer, nar vi laver
linezer regression. Altsa Excel /GeoGebra justerer pa linjen indtil, det samlede areal
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af kvadraterne ikke kan blive mindre. Vores model er sa den linje, som er resultatet
af dette. Man kan undrer sig over, hvorfor det er arealerne og ikke afstandene der
skal minimeres, men svaret er desveerre uden for reekkevidde her pa HHX. Faktisk
er det tvivlsomt om metoden overhovedet er den optimale i forhold til de konkrete
eksempler i dette afsnit, men igen... denne bekymring hgrer ikke til pa HHX. Sa
hermed en opfordring til at studere statistik pa universitetet, sd kan du komme
og fortezelle mig alt, hvad der er galt med dette afsnit.

3.7 Beviser til linesere funktioner

Vi har leert, at en seetning er et seerlig vigtigt matematisk resultat. Men hvordan
ved man, at en seetning er sand i fgrste omgang? Det ved man, fordi enhver
seetning har et "bevis”, som garanterer at saetningen er sand. I et bevis tager man
udgangspunkt i noget man allerede ved er rigtigt, og sa regner man sig frem til
seetnings pastand.

I dette afsnit vil vi bevise to seetninger. Den fgrste seetning indeholder et kendt
resultat, selvom vi ikke tidligere har omtalt resultatet som en "ssetning”.
Satning 3.7.1
En linezer funktion f(z) = ax + b skeerer y-aksen i punktet (0,b), og hver gang
x vokser med 1, vokser f med a.
Bevis

Lad f veere en linezer funktion.

Y

Vi starter med at vise, at f skeerer y-aksen i punktet (0,b). Skeeringspunkter
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med y-aksen har altid fgrstekoordinaten 0, sa vi kan finde y-veerdien ved at
sette 0 ind i forskriften:
f(0O)=a-0+b=0.

S& den er god nok! Funktionen skeerer y-aksen i punktet (0, b):

Vi skal nu tjekke, at funktionen vokser med a, nar x vokser med 1. Det skal
geelde uanset, hvor vi starter, sa vi veaelger en vilkarlig z-veerdi, som vi kalder
xo. Lader vi denne veerdi vokse med 1, nar vi ud til xy + 1. Funktionens veekst,
nar x gar fra xy til g 4+ 1, ma veere det grgnne stykke vist her:

f(.’l,'() + 1) =

Vi bruger forskriften f(z) = ax + b til at regne:
f(xog) =axg+b
og tilsvarende regner vi:

f(ZC()+1) :a<$()+1)+b
=axrg+a—+b

Vi kan nu regne veaeksten (det grgnne stykke):

flxzo+1) — f(xo) = axg+ a+b— (axg + b)
=arg+a+b—axryg—>b

=a
Sa funktionen vokser altsa med a, nar x vokser med 1.

Nar man fgrst leerer om beviser, kan det veere sveert at se, hvor motivationen til
de forskellige skridt kommer fra. PA HHX skal man ikke leere at lave sine egne
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beviser, og derfor er det ikke vigtigt, hvorfor man ggr det ene og det andet — det
vil ofte veere sveert at ggre klart. Det vigtige er, at man forsta, hvad der sker og,
hvorfor det er korrekt.

Det naeste bevis kraever kendskab til faktorisering, sa lees 1.2, hvis du ikke allerede
har gjort det.

Satning 3.2.1
Lad f(z) = ax+0b veere en lineser funktion og antag, at f gar igennem punkterne
P(x0,y0) 0g Q(x1,y1):
Y
Q(r1, 1)
1 P(xo,yo)
x
Da er konstanterne a og b givet ved:
Y1 — Yo
a= 0g b= yo — axg
L1 — X0

Bevis

Vi laver fgrst en tegning:

f(x1) ~

f(xo)
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Da f gar igennem punkterne P og () ma (se tegning):
f(xo) =vyo og [f(z1) =w
Vi bruger nu forskriften f(x) = azx + b til at regne f(zy) og f(x1):
arg+b=vyy og ari+b=1y
Vi regner nu y; — yo:
Y1 — Yo = ax; + b — (axy + b)
Vi ophaever parentesen:
Y1 — Yo =ar1+b—axy—>b

og reducerer:
Y1 — Yo = axry — axy

Vi seetter a ud foran parentesen (vi faktoriserer):

Yr — Yo = a(x1 - IEO)

og formlen for a fremkommer ved at dele med x; — z( pa begge sider:

Y1 — Yo
a =
T1 — Xy

Formlen for b er nem at vise. I starten af beviset fandt vi nemlig ud af, at
axo+b =1y

Sa vi far b ved at trackke ax( fra pa begge sider:
b=1yo— axg

og det var formlen for b.
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3.8 Ekstra til linesere funktioner
Dvelse 3.8.1

Lad f veere en aftagende lineser funktion med definitionsmaengde ]2; 6] og veer-
dimeengde [—2; 8]

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.2

En lineszer funktion gar igennem punktet (—2,1) og skeaerer y-aksen i 3.

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.3

En lineser funktion har nulpunkt i z = 3 og en haldningskoefficient pa %

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.4
Lad f(z) =2z — 3 og g(x) = —x + b.

a) Bestem b, sa forstekoordinaten til skeeringspunktet mellem f og g er 4.

@velse 3.8.5
Lad f(z) = —3x + 1. Grafen for f gar igennem punktet (x¢,4)

a) Bestem x.
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Dvelse 3.8.6

I denne opgave skal vi se pa et fiktivt skattesystem til indkomstskat. Reglerne
skal veere:

e De fgrste 100.000 kr. af indtaegten beskattes ikke.
« Resten af indteegten beskattes med 60% (uhhhhgg).
Det var det.
a) En person tjener 80.000 kr. Hvor meget skal der betales i skat?
b) En person tjener 140.000 kr. Hvor meget skalt der betales i skat?

¢) Opstil en funktion, som beskriver skattebelgbet som funktion af indtaeg-
ten.

Dvelse 3.8.7

Fahrenheit (°F) er en enhed for temperatur. Man bruger den i USA, da de
elsker skgre enheder derovre. Den er oprindelig defineret ud fra frysepunktet for
en bestemt saltoplgsning og "almindelig kropstemperatur”, men det glemmer vi
lige nu. I stedet vil vi tage udgangspunkt i, at vand fryser ved 32 °F og koger
ved 212 °F. Hvis du ikke allerede ved det, kan jeg oplyse at vand fryser ved 0°C
og koger ved 100 °C.

a) Opstil forskriften for en linezer funktion, der kan bruges til at omregne fra
Celsius til Fahrenheit.

b) Opstil forskriften for en lineser funktion, der kan bruges til at omregne fra
Fahrenheit til Celsius. Du ma gerne bruge lommeregner her.

c) Jeg har hgrt en tommelfingerregel, som siger, at man kan omregne fra
Fahrenheit til Celsius ved at "traekke 30 fra og dele med 2”. Er det korrekt?
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Kapitel 4
Polynomier

Polynomier er en type af funktioner, man stgder pa ofte, og vi vil da ogsa mgde
dem i flere kapitler fremover. Faktisk har vi allerede set eksempler pa polynomier,
da linesere funktioner er en slags polynomier.

4.1 Introduktion til polynomier

Ligesom vi startede kapitlet om linesere funktioner med at definere linezere funk-
tioner, vil vi starte dette kapitel med at definere polynomier. Det betyder altsa,
at vi vil forteelle, hvad vi helt preecist forstar ved et "polynomium”:

Definition 4.1.1

Et polynomium er en funktion, der har en form som en af funktionerne i skemaet:

Forskrift Type

f(x)=a Nultegradspolynomium

f(x) =ax+b Forstegradspolynomium
f(x) =ax® +bx +c Andengradspolynomium
f(x) =ax®+bx? + cx +d Tredjegradspolynomium
f(x) = az* + ba?® + ca® + dx + e Fjerdegradspolynomium

Tallene a, b, c. .. kaldes polynomiets koefficienter. Koefficienten a ma ikke vaere
nul. Skemaet kan fortsaettes, sa der findes polynomier af alle grader.
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Her er nogle eksempler pa polynomier:

f(z) =22% —3x+4 er et andengradspolynomium

f(x)=14 er et nultegradspolynomium

f(z) = a8 er et ottendegradspolynomium

flx)=—x+2 er et forstegradspolynomium
Dvelse 4.1.1

Hvilke af disse funktioner er polynomier?

a) f(x) =322 +2x+1

b) flz) = vz
c) flz)=2x+1
Q) fl) =1
e) f(x) =2
f) f(z) =5
g) f(x) =52° — 22 — 323 + 222 — 4w + 1
) f(a) = —a*
i) f(z) =2 — 22
i) fx) =30% =35
k) f(z)=m
@velse 4.1.2
Bestem koeflicienterne a og b for fglgende fgrstegradspolynomier:
a) f(x)=2r+1
b) fla) =z +1
c) flz)=—2x+2
d) flz) =
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Dvelse 4.1.3

Bestem koefficienterne a, b og c for felgende andengradspolynomier:

(
b) f(z) =2? -2z +3
c) flz)=—-222+1
d) f(x) =2’
e) f(r) =392 —x
f) f(z) =—2+1,3

Vi vil bestemme graden af polynomiet f(x) = 22" — 42® + 1. Vi ser at den
hgjeste eksponent er 7 (eksponenterne er de tal som x’erne er oploftet i). Det er
derfor et syvendegradspolynomium, og polymiets grad er dermed 7.

Dvelse 4.1.4

Bestem graden af fglgende polynomier:

(
) flz) ==
c) f(z)="7x%— 20 — 23
Q) f(z) =4
Dvelse 4.1.5

Lineaere funktioner er ogsa en slags polynomier.

a) Hvilken slags? Teenk dig godt om.

@velse 4.1.6

Bestem f(0) og f(—2) for folgende polynomier:
a) f(r)=3x—1

b) f(z) =27

¢) f(z)=32>-5r+1
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Polynomiers graf

Grafen for et polynomium kan se ud pa mange mader alt athaengigt af graden.

Y Y Y

Grad: 0 Grad: 1 Grad: 2

. HT Y |
A

Grad: 3 Grad: 4 Grad: 5

Figur 4.1: Polynomier af forskellig grad

Vi sa i gvelse 4.1.5 at polynomier af grad 0 og 1 er linesere funktioner, sa det er
ingen overraskelse, at graferne for disse er linjer. Nar vi gar op i grader, ser vi, at
der kommer flere nulpunkter og flere ekstrema. Man kan vise, at et polynomium
af grad n hgjst har n nulpunkter og hgjst n — 1 ekstrema.

Her er er grafen for fjerdegradspolynomiet f(x) = 2% + 223 — 2% — 21:
Is
T

Vi ser, at der det maksimale antal nulpunkter og ekstrema, nemlig 4 nulpunkter
og 3 ekstrema.

Yy

Her er er grafen for fjerdegradspolynomiet g(z) = z* + 1:
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Vi ser at f har 1 ekstremum og ingen nulpunkter.

Som eksemplet viser, sa siger graden kun noget om, hvor mange nulpunkter og
ekstrema der hgjst kan veere. Ikke hvor mange der er. Dog kan man vise, at alle
polynomier af ulige grad altid har mindst et nulpunkt.

Dvelse 4.1.7

Antag, at vi har et syvendegradspolynomium

a) Hvad kan man sige om antallet af nulpunkter?

b) Hvad kan man sige om antallet af ekstrema?

Dvelse 4.1.8
Betragt grafen for funktionen f:

e

a) Hvad kan man sige om graden af f?

Definitions og veerdimangde for polynomier

Da man kan saette alle tal ind i forskriften for et polynomium er definitionsmaeng-
den R (dvs. alle tal). Hvis graden er lige vil veerdimaengden athaenge af det konkrete
polynomium, mens polynomier af ulige grad har R som veerdimaengde.
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Dvelse 4.1.9
Lad f(z) =2" —4a%+ 32 — 2% + 227 — 2w + 1
a) Bestem Dm(f) og Vm(f).

Dvelse 4.1.10
Lad f(z) = —4
a) Bestem Dm(f) og Vm(f).

Ekstra

I stedet for et skema kan vi lave en samlet definition for polynomier af forskellige
grad.

Definition 4.1.2

Et n’tegradspolynomium er en funktion pa formen:

f(z) = apx™ + ap_12™ '+ - + agx® + ayx + ao,

hvor a,, # 0.

I denne definition hedder koefficienterne altsa ikke leengere a, b, c... men i stedet
Qp, Ap—1, Apn—o. Det er mere teknisk, men smartere.

Lad f(x) = 2z. Sa er n = 1 og koefficienterne er a; = 2 og ag = 0.

Dvelse 4.1.11

Bestem, med udgangspunkt i den nye definition, graden og koefficienterne for
folgende polynomier.

a) f(z)=a*-3
b) f(z) =5
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Dvelse 4.1.12
Lad f(z) =22 — 722 + 32 — 1

a) Bestem a,_;

b) Bestem a,,_o

Der findes et seerligt polynomium, som ikke er omfattet af definitionerne i det-
te afsnit. Dette polynomium har forskriften f(x) = 0 og kaldes nulpolynomiet.
Man kunne godt tro, at nulpolynomiet er et nultegradspolynomium, men nulte-
gradspolynomiet har forskriften f(z) = a, hvor a # 0, sa f(x) = 0, kan altsa
ikke veere et nultegradspolynomium (da a = 0). Men hvis nulpolynomiet ikke er
et nultegradspolynomium, hvilken grad har det sa? Svaret er: Tkke nogen. Nulpo-
lynomiet er det eneste polynomium, som ikke har en grad. Der findes dog nogle
crazy matematikere, som giver det graden —oc.

Dvelse 4.1.13

Lad f(x) =0.
a) Er f et polynomium?
b) Er f et nultegradspolynomium?
¢) Hvilken grad har f7

4.2 Parabler

Vi har set, at der findes polynomier af alle mulige grader. Nulte og fgrstegradspo-
lynomier er jo bare linesere funktioner, og dem ved vi allerede en del om, sa naeste
skridt er andengradspolynomier. I dette afsnit skal vi se neermere pa grafen for et
andengradspolynomium. Et andengradspolynomium er en funktion pa formen

f(r)=ax*+br+c , hvora#0

Her betyder a # 0 at a ikke ma veere nul.

Grafen for et andengradspolynomium hedder en parabel. Parablens udsende og
placering afheenger af koefficienterne a, b og c. Koefficienten a bestemmer grafens
form, og b og ¢ har betydning for grafens placering.
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Betydning af a

Parablen kan se ud pa to forskellige mader alt efter veerdien af koefficienten a.
Hvis a > 0 ligner parablen en glad mund, og polynomiet siges at veere konveks.
Hvis a < 0 ligner parablen en sur mund og polynomiet kaldes konkav:

Y Y

For a > 0 er funktionen konveks For a < 0 er funktionen konkav

Det kan veere sveert at huske, hvad der er konveks og konkav,sa her er en huskeregel:
Vi kan se, at et konvekst andengradspolynomium har en stigende veekst og derfor
er KonVAEKST. Det konkave polynomium ligner en som har slaet sig, og er derfor
KonkAV! Kan man stadig ikke huske, hvad er er hvad, s4 man sige glad og sur
(sorry Jytte).

Dvelse 4.2.1

Afggr, om fglgende funktioner er konvekse eller konkave. Kan du ggre det bade
ved at tegne i GeoGebra og ved at betragte forskriften?

a) f(z) =2 -3 +1
b) f(z) = =322+ 4

Ud over at afggre om polynomiet er konvekst eller konkavt forteeller a ogsa hvor
"spids” parablen er. Her ses tre polynomier med tre forskellige positive a-vaerdien:

Y Y Y

\/ \V \

Der geelder tilsvarende for negative a-veerdier:
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Sa jo leengere vaek a ligger fra nul, jo spidsere bliver parablen.

Y
C J
x

Koefficienten b er den sveereste. For at forklare betydningen, skal vi forst tegne
en tangent til parablen. En tangent er en linje, som ligger op ad en graf. Vi skal
tegne tangenten gennem det punkt, hvor grafen skeerer y-aksen. Det ser saledes

ud:
Y
v\ |

Vi kan se, at tangenten (den rgde linje) fglger parablen omkring parablens skae-
ringspunkt med y-aksen. Koefficienten b er haeldningen pa denne tangent.

Betydning af ¢

Parablen skeerer y-aksen i c.

Betydning af b
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Betragt grafen for et andengradspolynomium f:

Y

Vi vil gerne udtale os om veaerdien af a, b og c.
Vi ser at polynomiet er konkavt, sd a ma vaere negativ.
Parablen skeerer y-aksen i 1, sa ¢ = 1.

Vi tegner nu en tangent til f, gennem skaeringspunktet med y-aksen, for at finde
b:

Vi afleeser heeldningen pa tangenten:
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Vi ser, at haeldningen pa tangenten er 2, sa b = 2.

Konklusion: a < 0, c =1 og b = 2.

Dvelse 4.2.2

Betragt grafen for et polynomium f:

a) Bestem fortegnet for a.
b) Bestem c.
¢) Bestem b.
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Ekstra

Vi har set, hvordan man kan bestemme b og ¢ ud fra grafen, men ikke hvordan
man bestemmer a. Dvs. vi har leert at bestemme fortegnet for a, men ikke selve
veerdien. Det er dog ikke sa sveert. Vi finder a ved at aflaese, hvor meget grafen
vokser, nar vi gar en ud ad x-aksen med udgangspunkt i toppunktet.

Betragt graferne for to andengradspolynomier f og g:

41 Y 44 Y
3 3 g
2 2
14 1
X x

Hvis vi starter i toppunket og gar 1 til hgjre, ser vi, at forste graf falder med 2,
og anden graf stiger med 1:

41 Y 44 Y
1
34 34 g
2 2 2
1+ 14
T T

T T T T T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3\ 4 -4 -3 -2 -1 1 2 /3 4
—14 —\ 4

-2 -2

Vi konkludere, at a = —2 for det fgrst polynomium, og a = 1 for det andet

polynomium.

151



Dvelse 4.2.3
Betragt graferne for to polynomier f og g:

34 Y
/ 27
g i
X A
T T T T T T T T T T T T
-3 —2 1 1 2 3 3 9 1 1 2 3
14 1
—2] —2
—3 —34

a) Bestem koefficienten a for f.

b) Bestem koefficienten a for g.

Vi har nu leert, hvordan man afleeser, a, b og ¢ ud fra grafen, sa vi er nu i stand
til at bestemme hele forskriften ud fra grafen.

Dvelse 4.2.4
Betragt graferne for to polynomier f og g:

a) Bestem forskriften for f

b) Bestem forskriften for g
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4.3 Toppunkt og nulpunkter for andengradspo-
lynomier

Vi bliver ved andengradspolynomier, dvs. funktioner pa formen:

f(x) =az*+br+c , hvora#0

I dette afsnit skal vi se, hvordan man beregner forskellige stgrrelser relateret til
andengradspolynomier.

Diskriminant

Diskriminanten er en stgrrelse, som indgar i nogle formler, vi vil stéde pa sene-
re.

Definition 4.3.1

For et andengradspolynomium f(x) = ax?+bx +c er diskriminanten d defineret

ved:
d = b — 4dac.

Vi vil finde diskriminanten for polynomiet f(z) = 22% + 3z — 1.
Vi afleeser a =2, b=3 og c = —1.

Diskriminanten bliver sa:

d = b* — 4ac
=32—4-2.(-1)
=948
=17

Altsa d = 17.
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Dvelse 4.3.1

Bestem diskriminanten for fglgende polynomier:

(
b) f(x) = 2%+ 2z —2
c) f(x)=—a?
d) f(x)=2%—-4
Toppunkt

Et andengradspolynomium har altid et globalt ekstremum og det kaldes Toppunk-
tet:

Toppunkt

Toppunkt
/ \— x

Dvelse 4.3.2

Betragt grafen for et andengradspolynomium f:

a) Aflaes koordinaterne til toppunktet.

Vi kan beregne toppunktet.
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Satning 4.3.1 (Toppunktsformlen)

Toppunktet for et andengradspolynomium f(z) = ax?+bx +c med diskriminant
d, kan bestemmes ved:
—b —d
T=—,—]).
< 2a’ 4a )

Lad f(x) = —2® 4+ 22 — 1. Vi vil gerne bestemme toppunktet. Vi kan se i seet-
ning 4.3.1, at diskriminanten optraeder i formlen for toppunktet, sa vi bestemmer
fgrst diskriminanten.

d = b> — 4dac
=2~ 4 (~1) (1)
=0

Toppunktet kan sa bestemmes:

Altsa er toppunktet (1,0).

@velse 4.3.3

Beregn toppunktet for fglgende funktioner
a) f(x) =222 — 4o +1
b) f(z) = —a2*+2
c) f(z) = 22>

BEMARK: Det er kun for andengradspolynomier, vi kalder ekstremum for top-
punkt. HUSK DET!
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Nulpunkter for andengradspolynomier

Vi har tidligere leert om nulpunkter. Vi husker, at det er der, hvor funktionen
skaerer x-aksen.

QDvelse 4.3.4

Betragt grafen for et andengradspolynomium:

54Y
4
3
9
14
i
T | E— R
-5 —4 -3 -2 — 1 2 4 5

a) Aflees nulpunkterne
Vi husker, at man beregner nulpunkter ved at lgse ligningen f(z) = 0. Denne

ligning kan umiddelbart veere lidt sveer at lgse, nar f(z) er et andengradspolyno-
mium, sa i stedet har vi felgende seetning til beregne nulpunkterne:
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Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)
For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL':%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

—b—+d —b++/d
r=—— 0g Tog=—"T—""
2a 2a

Ud fra saetningen kan vi se, at diskriminanten forteeller os, hvor mange nulpunkter
der er.

Lad f(x) = —2® — 2. Daer

d = b> — dac
=04 (1) (-2)
= —8.

Derfor har f ifglge seetning 4.3.2 ingen nulpunkter.

Lad f(z) = 22% Da er

d=0b*— 4dac
=0°—4-2-0
= 0.

Ifglge saetning 2 har f et nulpunkt:

—b_ <0 _—0_

9221 Y

X

Vi konkluderer at f har x = 0 som sit eneste nulpunkt.
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Lad f(z) = 22 — 4. Daer

d =b* — 4ac
= 0% —4-1(—4)
=0+ 16
— 16.

Ifplge saetning 4.3.2 er der to nulpunkter og de bestemmes ved

=b=vVd _ -0-V16 4

T = = = -2
2a 2-1 2

0g

b+ vVd  —0+V16 4
2 212
Altsa f har nulpunkterne x; = —2 og x9 = 2.

= 2.

T2

Dvelse 4.3.5

Beregn nulpunkterne for

(z) =
b) f(x)=2*+2z+1
c) flx)=2>-9

d) f(x)=2>+x—2
e) f(r) = —22%+ 6z

Betragt grafen for et andengradspolynomium f:
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Vi kan se, at grafen at grafen ikke skeerer z-aksen, sa f har ingen nulpunkter,
og derfor ma diskriminanten veere mindre end nul.

Dvelse 4.3.6
Betragt graferne for de tre andengradspolynomier: f, g og h.

Y Y Y

/ g vh

Tt T v

a) Bestem fortegnet for diskriminanten for f.

b) Bestem fortegnet for diskriminanten for g.

¢) Bestem fortegnet for diskriminanten for h.

Ekstra

Seetning 4.3.2 er lidt sveer at huske. Men man kan faktisk ngjes med at huske en
enkelt formel:
 —bEVd

2a
Det er nemmest at forklare ved at vise nogle eksempler.

X

Vi vil bestemme nulpunkter for f(z) = 2 + 1. Diskriminanten bliver d = —4
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(regn selv efter). Vi kigger pa formlen:

b+
B 2a

X

Vi ser at vi far et problem, hvis vi prgver at tage kvadratroden af d, da man
ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal. Det minder os om, at der ikke er
nogle nulpunkter, nar d er negativ.

Vi vil bestemme nulpunkter for f(z) = 22. Diskriminanten bliver d = 0 (regn
selv efter). Vi kigger pa formlen:

_ —bEVd

2a

X

Da d = 0 bliver formlen til ;

" 2
hvilket svarer til formlen fra ssetning 4.3.2, og vi kan regne videre som tidligere.

X

Vi vil bestemme nulpunkter for f(zr) = x* — 1. Diskriminanten bliver d = 4
(regn selv efter). Vi indsaetter i formlen:

_—bEVd  -0E£vV4 0£2 |1
2 2-1 2 )=

X

I det sidste skridt har vi regnet udtrykket % to gange. En gang med plus og
en gang med minus, hvilket giver 1 og —1.

Dvelse 4.3.7
Lad f(x) = 2> +bx +5

a) Hvad skal b veere, hvis fgrstekoordinaten til toppunktet skal veere —37

Dvelse 4.3.8
Lad f(z) = ax® + 4z + 2

a) Hvad skal a veere, hvis f skal have netop 1 nulpunkt?
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Vi afslutter afsnittet med en ret sveer gvelse. Kun for de klage.

@velse 4.3.9 (Svaer)

I sidste afsnit leerte vi, at koefficienten a kan aflaeses som det stykke parablen
vokser med, nar x vokser med 1 med udgangspunkt i toppunktet. I denne gvelse
skal du bevise, at det er rigtigt

Lad x7 betegne forstekoordinaten til toppunktet.

a) Bestem en formel for x7. Den kan ses direkte af toppunktsformlen.

o

)

) Bestem f(z7)

c) Bestem f(xr + 1)
)
)

[oN

Regn f(xr +1) — f(xr)

Argumenter nu for, at a kan aflaeses som det stykke parablen vokser med,
nar x vokser med 1 med udgangspunkt i toppunktet.

(&

4.4 Andengradsligninger

Vi har tidligere leert at lgse forstegradsligninger. Den gang kaldte vi dem godt
nok bare for ”ligninger”, men det var faktisk f;zﬁrstegradsligninger idet, de kun
indeholdte = og ikke noget 22, x3,. Vi lgste dem ved at samle x’erne pa den ene
side og tallene pa den anden. Dette kaldes ogsa at isolere x.

En ligning som indeholder 2? og ikke x i nogen hgjere potens (22, 2, osv.) kaldes

en andengradsligning. Vi skal nu se, hvordan man Igser andengradshgmnger. Vi
starter dog med at vise se, hvordan man ikke lgser dem.

Lad os se om vi kan bruge den samme metode, vi kender fra fgrstegradsligninger
til andengradsligninger.

Vi prgver med ligningen 22 + 4 = —4x.
Vi traekker 4 fra pa begge sider og far

= —4xr —4
Vi leegger 4z til pa begge sider og far

22+ 4o = —4.
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Men hvad nu? Nu har vi bade noget med z2 og z, som vi ikke kan samle. Adhhh,
hvad skal vi dog ggre?

Eksemplet viser, at den metode vi kender fra fgrstegradsligninger ikke er tilstraek-
kelig til at lgse andengradsligninger. I stedet kan vi udnytte nulpunktsformlen
(seetning 4.3.2) til at 1gse dem.

Lad os igen betragte andengradsligningen 2 + 4 = —4x.
Vi omskriver nu ligningen sa der star nul pa den ene side. Det ggr vi ved at 4z
til pa begge sider, hvilket giver:

2 +4r+4=0.

En lgsning til denne ligning er det samme som et nulpunkt for funktionen
f(x) = 2% + 42 + 4, s vi kan altsd finde lgsningerne vha. nulpunktsformler-
ne (seetning 4.3.2). Vi finder forst diskriminanten:

d = b — 4ac
—42_-4.1-4
=16 — 16
=0.

Da d = 0 er der et nulpunkt, og det bestemmes ved

-b -4 -4
2 2-1 2
Vi konkluderer at Igsningen til ligningen er z = —2.

Dvelse 4.4.1

I eksemplet oven over pastod vi, at en lgsning til ligningen > +4x +4 = 0 svarer
til et nulpunkt for f(z) = 22 + 4z + 4.

a) Forklar hvorfor.

Strategien for at lgse en andengradsligning er altsa:

1. Omskriv ligningen s& den har formen az? + bx +c¢ =0
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2. Find nulpunkterne for funktionen f(x) = ax?® + bz + c¢. Nulpunkterne for
f(z) er lgsning(erne) til ligningen.
Dvelse 4.4.2
Lgs folgende ligninger:
a) 212 = —2x + 4
b) z+5 = —z?
c) v —8xr = —16

Har man to lgsninger til en andengradsligning, f.eks. xr1 = 2 og zo = 5, kan man
skrive den samlede lgsning som

r=2Vx=4.

Tegnet V betyder "eller”. Det kan virke fjollet at skrive "eller”, nar de jo begge to
er lgsninger, men man skiver “eller”, fordi x ikke have to vaerdier pa en gang.

Dvelse 4.4.3
Antag at en andengradsligning har lgsningerne x1 = —3 og xy = 4

a) Opskriv lgsningerne ved at bruge tegnet ”V” som forklaret lige oven over
denne gvelse.

Simple andengradsligninger

Andengradsligninger kraever en lgsningsformel, fordi det er sveert at isolere x. Men
hvis ligningen ikke indeholder noget led med z, kan vi lgse den hurtigere.

Vi vil Igse ligningen 22 4+ 6 = 10. Vi isolerer z%:
z? =4
Vi kan finde en lgsning til ligningen ved at tage kvadratoden af 4.
r=v4=2

Man kunne tro, at vi nu havde lgst ligningen, men kvadratroden er lidt en
snyder. Mange tror at kvadratroden ophaever ”i anden”, men ligningen > = 4
har bade en positiv og en negativ lgsning, og kvadratroden giver kun den positive
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lgsning. Den anden lgsning finder vi ved at satte et minus foran kvadratroden:
T =—V4=-2

Vi opskriver lgsningerne med den mindste lgsning fgrst 1 = —2 og zo = 2.

Vi vil Igse ligningen 22 4+ 3 = 2.Vi isolerer z%:

22 =—1

2:

Noget i anden er altid positivt (eller nul), sd 2 = —1 har kan ikke have nogen

lgsninger.
Dvelse 4.4.4
Lgs ligningerne
a) 2 —1=
b) 22 =
c) B¥ 4+ 7=
d) 22=0

Hvis andengradsligningen kun indeholder led med z’er og 22 og ikke noget tal-led,
kan den ogsa lgses hurtigt. Vi skal se hvordan i naeste afsnit.

Ekstra
Dvelse 4.4.5

Betragt ligningen 2% + 42z + 12 = -2z + k

a) Bestem k, sa ligningen har netop 1 lgsning.

4.5 Nulreglen

Vi har nu set, hvordan man lgser forste og andengradsligninger, men hvad med
ligninger af hgjere grad? Vi skal se pa regel, som i visse tilfeelde, kan ggre os i
stand til at lgse ligninger af hgjere grad og andre mere avancerede ligninger.
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Satning 4.5.1 (Nulreglen)
Hvisa-b=0,saera=0Vb=0.

Vi husker at tegnet V betyder "eller”.

Taenker man lidt over det, er nulreglen ikke sa maerkelig. Det er klart, at hvis man
ganger to tal sammen og resultatet er nul, sd ma det veere fordi mindst et af tallene
er nul.

Dvelse 4.5.1

Nulreglen er ogsa kendt som den regel, ingen elever kan huske, og hvis en elev
endelig kan huske, at der noget som hedder nulreglen, sa husker eleven reglen
forkert.

a) Hvad siger nulreglen udtrykt med ord?

Vi vil bestemme lgsninger til ligningen (z — 2)(z + 3) = 0. Vi kan se at vi har
to udtryk ganget sammen (de to parenteser) og derfor kan vi bruge nulreglen.
Altsa:

r—2=0Vx+3=0

Dette ma betyde at ligningen har Igsningerne
r=2Vzr=-3
Hvis man er et ordensmenneske kan man stille lgsningerne op i reekkefglge:
rT=-3Vr=2
Man kan ogsa opskrive lgsningerne som
Ty =—3 0g T9 =2
Same shit.

@velse 4.5.2

Lgs vha. nulreglen ligningerne:
a) (x+4)(x+2)=0
b) (x—2)z=0
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Nogle gange skal man arbejde lidt, fgr man kan bruge nulreglen:

Vi vil nu bruge nulreglen til at lgse ligningen 2% — 42 = 0. Vi starter med at
seette  ud foran en parentes:

r(z? —4) = 0.
Dette kaldes ogsa at faktorisere. Prgv at gange parentesen ud — kan du se, at
det giver den oprindelige ligning?

Nu er ligningen pa formen a - b = 0, hvor a = x og b = 2> — 4, og dermed kan
vi bruge nulreglen. Ifglge nulreglen er

r=0Vaz’—4=0.

Vi Igser nu ligningen 22 — 4 = 0. Vi har allerede laert at lgse den slags ligninger
og lgsningen er:
rT=—-2Vzr=2

Vi samler nu lgsningerne og far
r=—-2Vrx=0Vzx=2.

Dvelse 4.5.3

Lgs ligningerne
a) 2% +22% =0
b) x3 = —227

Vi vil Igse ligningen a® = 22. Vi starter med at omforme den, sa vi far nul pa

den ene side af lighedstegnet:
z? — 2% =0.

Sa faktoriserer vi
i (x —1).

Nulreglen giver os sa at
??=0Ve—1=0,

dvs. vi far lgsningerne x =0V x = 1.
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Dvelse 4.5.4

Logs folgende ligninger:
a) ¥ — 2% -2 =0
b) '+ 32% =0

2

c) % vx —1=0 (sveer)

Dvelse 4.5.5
Lgs ligningerne
a) 2% — 4o = 32?
b) 223 — 122% = —221

¢) xv/x + 3+ 2Vx +3 =0 (sveer)

Ekstra

Et gangestykke hedder ogsa et produkt, og de enkelte stgrrelser i gangestykket
kaldes faktorer. Sa nulreglen kan ogsa formuleres som:

Satning 4.5.2 (Nulreglen)

Hvis et produkt er nul, s er mindst en af faktorerne nul.

Dvelse 4.5.6
Bestem:

a) Produktet af 3 og 7.

b) Faktorerne i regnestykket 2 -3 - x

4.6 Fortegn for polynomier

I dette afsnit skal vi se, hvordan man ved beregning laver en fortegnsundersggelse
for et polynomium.

Fortegnsundersggelse for polynomier

Fortegnsvariationen (resultatet af fortegnsundersggelsen) kan bestemmes ved af-
leesning eller ved beregning. Vi starter med at repetere, hvordan man ggr ved
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aflaesning.

Vi vil nu lave en fortegnsundersggelse af funktionen f(x) = 223 —22? ved grafisk
afleesning.

Vi tegner grafen for funktionen:

Jeg har markeret nulpunkterne med rgdt. Vi kan nu afleese fortegnsvariationen

for f:

f(x) >0 pd |1, 00]
f(x)=0for x =0o0gx = 1.
Dvelse 4.6.1

Bestem ved grafisk aflaesning i GeoGebra en fortegnsundersggelse for fglgende
funktioner:

a) f(r)=3x+3
b) f(z) =z*+0,52% — 2? — 0,5z

Vi skal nu se, hvordan man laver en fortegnsundersggelse ved beregning.

Lad f(z) = 2% — 4.
Vi vil lave en fortegnsundersggelse for f ved beregning.

Vi kunne bruge nulpunktsformlen for andengradspolynomier til at finde nul-

168



punkter, men det er overkill da forskriften er simpel. Vi saetter f(x) = 0:

2 —4=0
og isolere z2:
z? =4
Denne ligning har lgsningerne z = —2 V x = 2, hvilket saledes er nulpunkterne

for f.

Vi undersgger nu, hvordan funktionen ser ud omkring nulpunkterne. Vi skal
altsa finde nogle z-veerdier som ligger pa hver side og imellem x = —2 og x = 2.
Vi veelger z-veerdierne -3, 0 og 3 og laver et sildeben:

x| =3|-2]0 |23
fx)|5 [0 |—4]0/5

Vi er ligeglade med de praecise funktionsveaerdier — vi er kun interesserede i
deres fortegn:

x -3/-210 (2]3

flx)|+ |0 |—|0]+

Vi konkluderer:

f(z) >0 pa | — o0, —2[ 0g ]2, 00]
f(x)=0narz = -2V =2

Dvelse 4.6.2

Bestem ved beregning fortegnsvariationen for fglgende polynomier.

2) flz) =

b) f(z)=3x+9

¢) f(x)=a>+3x—4

d) f(z) = —22* + 62° — 422 (sveer)
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Ekstra
Dvelse 4.6.3

I denne gvelse skal du lgse uligheden 222 — 4z 4+ 2 > 2 + 22 — 6. Jeg hjeelper
dig.

a) Omskriv uligheden sa du har nul pa hgjre side.

b) Lav en fortegnsundersggelse for polynomiet pa venstre side i den omskrev-
ne ulighed.

¢) Brug resultatet af din fortegnsundersggelse til at lgse uligheden.

Dvelse 4.6.4

Betragt uligheden 22?2 — 4z + 2 < 22 + 22 — 6 (det er neesten samme ulighed
som for).

a) Lgs uligheden

4.7 Skeering mellem polynomier

I dette afsnit skal vi se pa, hvordan man beregner skaeringspunkter mellem poly-
nomier. Vi starter dog lige med at repetere, hvordan man bestemmer skaerings-
punkter ved aflaesning.

Lad f(z) = —224+2 og lad g(z) = —2x+2. Vi vil nu bestemme skaeringspunktet.
Vi tegner graferne og markerer de to skaeringspunkter med grgn:

Vi afleeser de to skeeringspunkter til at veere (0,2) og (2, —2).
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Det er nemt at aflaeese skaeringspunkterne, men hvis gerne vil respekteres af sin
matematiklaerer, bgr man ogsa kunne beregne dem.

Vi vil nu beregne skaeringspunkterne for funktionerne fra eksempel 4.7.1. Det
ggres ved at seette funktionerne lig hinanden og lgse den ligning der fremkommer.
Vi skal altsa lgse ligningen:

Vi indsaetter forskrifterne:
—r? 4+ 2= -2x+2

og lgser ligningen som en andengradsligning. Ferst skal vi skal omforme den, sa
der star nul pa den ene side:

—2? +2r =0
Vi finder vi diskriminanten:
d = b> — dac
=22 -4.(-1)-0
=4

Vi bestemmer sa de to lgsninger:

b Vd_2-VI_ 4
T2 T 20(-1)  —2

0g

_—b+Vd 2440
2 2-(—1) =2
Altsa er lgsningen til ligningen x1 = 2 og x5 = 0.

=0

)

Nu har vi fundet z-veerdierne til de to skaeringspunkter. Vi mangler sa bare
y-vaerdierne og dem finder vi ved at satte z-vaerdierne ind i en af forskrifterne.
Vi bestemmer selv, hvilken en forskrift vi bruger. Vi valger at seette dem ind i
g(z). Vi far den forste y-veerdi til:

g(0)=—-2-0+2=2,
og den anden y-veerdi til

g(2) =—2-24+2=-2.
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Vi far altsa skeeringspunkterne til (0,2) og (2, —2), hvilket er det samme som
vi fik ved aflaesning. Denne gang er vi sa bare sikre pa, at vi har de helt praecise
punkter. Vi er hermed blevet til rigtige matematikere.

Dvelse 4.7.1
Bestem ved beregning skaeringspunkterne mellem fglgende funktioner:

a) f(z)=12" og g(z)=4

(
b) f(x)=2>+2—-3 og glr)=x+1
c) flx)=2x+1 og glx)=—-2+7
Q) f£)=2 og g(x)=a’+3
e) f(x)=2+2% og g(x)=2x (sveer)

4.8 Beviser til polynomier

Nulpunktssaetningen for andengradspolynomier (B-niveau
version)

Forudsaetninger
Dette afsnit kraever kendskab til kvadratssetningen
(a+ b)* = a® + b* + 2ab

Hvis du synes den ser maerkelig ud, sa laes afsnit 1.6

Vi vil bevise nulpunktsformlen for andengradspolynomier. Til det bevis har vi
brug for fglgende regel:

(a+b)* = a® + b* + 2ab

Reglen kaldes ogsa en kvadratsetning. Der er tre kvadratsaetning er reglen er altsa
en af dem.

172



Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)

For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL’:%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

_—b-vd _ b+ Vd

T = 0 T
! 2a & 2 2a

Bevis

Et nulpunkt er en z-veerdi hvor f(x) = 0. Vi gerne bestemme nulpunkterne for
f, sa vi skal lgse ligningen:

flx) =0
Vi indsaetter forskriften for f:

ax® +br+c=0
Vi ganger ligningen med 4a pa begge sider og far:
4aax® + dabx + dac = 0
Da 4aaz? = (2ax)? (tjek det) og 4abx = 2b(2ax) (tjek det) kan vi omskrive

ligningen til:
(2ax)* + 2b(2az) + 4ac = 0

Vi saetter nu F' = 2ax og far sa:
F? 4+ 2bF + 4ac = 0
Vi trackker nu 4ac fra pa begge sider og laegger b? til pa begge sider sa vi far
F? +2bF 4+ b* = b* — dac
Vi genkender udtrykket for diskriminanten pa hgjresiden.

F2 4+ 20F + b =d
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Venstresiden kan vha. kvadratsaetningen omskrives til (F + b)?, s vi far:
(F+b)*=d

Hvis d < 0 har ligningen ingen lgsninger, da noget i anden ikke kan veere
negativt. Dermed har vi vist forste del af saetningen.

Hvis d > 0 sa er:
F+b=+Vd

Her betyder + at bade v/d og —v/d er en mulighed. Vi treekker b fra pa begge
sider:

F=—b++d

Hmm hvad var det nu F' var? Nah ja det var jo 2ax. Det kan vi saette ind i
stedet for F":
2ax = —b +Vd

Til slut dividerer vi med 2a pa begge sider af lighedstegnet:

_ —bEVd

o 2a

og vi er naesten feerdige. Ligningen passer allerede med 3. del af saetningen sa vi
skal bare tjekke, hvad der sker hvis d = 0:

x_—bj:\/ﬁ_;b
- 2a 24

hvilket ogsa var pastanden i seetningen.

Nulpunktssaetningen for andengradspolynomier (A-niveau
version)

Dette bevis kreever kendskab til kvadratkomplettering.
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Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)

For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL':%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

—b—+d —b++/d
r=—— 0g Tog=—"T—""
2a 2a

Bevis

Et nulpunkt er en z-veerdi hvor f(x) = 0. Vi gerne bestemme nulpunkterne for
f, sa vi skal lgse ligningen:

f(z) =0
Vi indsaetter forskriften for f:

ax’ +bx +c=0.

Vi treekker ¢ pa begge sider og deler derefter med a:

Vi kvadratkompletterer:
(o) () =
x4+ —] —(—] =—.
2a 2a a
Vi regner brgken (%)2 og laegger den til pa begge sider.
( N b>2 _P e
YTo0) T a2 o

Vi forleenger brgken £ med 4a:

( n b )2 b2 4ac
T+ —] =—— —
2a 4a?  4a?’
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og saetter pa feelles brokstreg:
( n b >2 b? — dac
x = —
2a 4a? "’

Vi genkender diskriminanten i teelleren:

(r0) =
x =—
2a 4a?’
Naevneren i brgken pa hgjresiden er altid positiv (hvorfor?), og derfor vil brgkens
fortegn veere bestemt af taelleren d.

Hvis d < 0 har ligningen ingen lgsninger, da noget i anden ikke kan veere
negativt. Dermed har vi vist forste del af seetningen.
Hvis d > 0 sa er:

b d

— =+
$+2a 4a?

Vi bruger reglen f \[ pa hgjresiden traekker ~ fra pa begge sider:

Vi seetter pa feelles brgkstreg

og bytter rundt pa reekkefglgen:

—b+d

2a

€Tr =

Sa, hvis d > 0 har vi altsa to nulpunkter:

—b—/d _ —b+Vd

I =———7"69H9—/ 0 Ty =
! 2a & 2 2a

Hvis d = 0 har vi:
—b+v0  —b

x PR
2 24’
b

hvilket betyder at f har et enkelt nulpunkt nemlig x = 5.
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Kapitel 5

Procentregning og
indekstal

I dette kapitel skal vi forst se pa procentregning, som I kender det fra folkeskolen.
Derefter vil vi kigge pa noget som hedder indekstal som bruges til at beskrive
udviklinger. I far brug for procentregningen i det naeste kapitel om eksponentielle
funktioner, og I far brug for indekstal i de gkonomiske fag.

5.1 Procentregning

Procent betyder "hundrededele". Spiser man f.eks. 8% af en kage betyder det altsa
at hvis kagen er skaret i 100 stykker, har man spist 8 stykker. Har man en pris
der stiger med 10% betyder det at hvis vi deler prisen op i 100 dele, skal vi leegge
10 af disse oven i den oprindelige pris osv.

Der findes flere metoder til at regne procentregningsopgaver. Kan man allerede en
metode, kan man vaegle at holde fast i den og springe direkte til gvelserne i dette
afsnit. Dog skal man veere opmarksom pa, at den metode, man allerede kender,
muligvis ikke er tilstreekkelig til at regne alle gvelserne. I det fglgende skal vi se
pa to skemaer, som viser to typer af metoder til at regne procentregningsopgaver.
Metoderne vist i det fgrste skema minder om dem, man typisk bliver undervist i
i folkeskolen.
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Et belgb vokser fra 500 kr. til 600 kr. Hvor mange
procent er det vokset?

Et belgb er faldet fra 600 kr. til 500 kr. Hvor mange
procent er det faldet?

Efter vi har lagt 10% til et belgb har vi 500 kr. Hvad
havde vi for vi lagde 10% til?

Efter vi har fjernet 10% fra et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi oprindeligt?

Spgrgsmal Svar

Hvad er 10% af 5007 M .10 =50

10% af et tal er 500. Hvor stort er det oprindelige tal? % - 100 = 5000
Hvor mange procent udger 50 ud af 5007 % -100% = 10%
Laeg 10% til 500. 500 + 1 - 500 = 550
Traek 10% fra 500. 500 — % =500 = 450

600500 . 100% = 20%

600—500
)50, 100% = 16,67%

500 —
20100 = 454,55

500
100—-10

- 100 = 555,56

Skema 1

Metoderne i skema 1 er simple at bruge, da man blot erstatter tallene i eksemplerne
med sine egne. Har man en god forstaelse af hvad procent betyder, er der dog
hurtigere metoder til at udregne procenter. Disse er vist i skema 2:
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Spgrgsmal

Svar

Hvad er 10% af 5007

10% af et tal er 500. Hvor stort er det oprindelige
tal?

Hvor mange procent udggr 50 ud af 5007
Leeg 10% til 500.
Traek 10% fra 500.

Et belgb vokser fra 500 kr. til 600 kr. Hvor mange
procent er det vokset?

Et belgb er faldet fra 600 kr. til 500 kr. Hvor mange
procent er det faldet?

Efter vi har lagt 10% til et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi fgr vi lagde 10% til?

Efter vi har fjernet 10% fra et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi oprindeligt?

0,1-500 = 50
ot = 5000

o =0,1=10%

1,1 -500 = 550

500 - 0,9 = 450

B0 —1=102=20%

500 _ _
— a0 = 0,1667 = 16,67%

500 __
00 — 454,55
500 __
Ny = 555,56

Skema 2
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Dvelse 5.1.1

Du skal regne fglgende procentregningsopgaver. Du bestemmer selv metoden,
men jeg anbefaler metoderne for Skema 2.

a) En elev drikker 150 ml af en 500 ml Faxe Kondi. Hvor mange procent af
sodavanden har eleven drukket?

b) En elev har 10% fraveer i matematik. Der har veeret 20 matematikmoduler.
I hvor mange moduler har eleven veeret fraveerende?

c) En elev kober en telefon med sin far. De aftaler at eleven skal betal 30%
af prisen. Eleven ender med at betale 2700 kr. Hvad kostede telefonen?

d) En vare koster 200 kr. og stiger derefter med 20%. Hvad koster varen efter
prisstigningen.

e) Momssatsen i England er 20% (i hvert fald pa tidspunkt opgaven er skre-
vet). En vare koster 30 GBP med engelsk moms, hvad koster den uden?

f) Brendby IF tilbgd i 2013/2014 seesonkort for 995 kr. Var man aktionaer
kunne man far det 20% billigere. Hvad kostede et seesonkort for aktionee-
rer?

g) En elev kgber et par sko til 840 kr. Skoene var sat 30% ned. Hvad var
normalprisen?

h) En elev arbejder i en butik der szlger slik. En kunde kgber en pose piratos
for 10 kr. som normalt koster 20 kr. Hvor mange procent har kunden faet
i rabat?

i) Priserne pa hindbeersnitter stiger fra 10 til 12 kr. Hvor stor er prisstignin-
gen i procent?

Forklaring af metoderne

En ting er at kunne regne procentregningsopgaver, noget andet er at kunne forklare
metoderne.

Vi vil nu se pa den forste metode i skema 1. Det pastas altsa at vi kan finde 10%

af 500 ved at regne:
500

— - 10 = 50.

100
Hvorfor er det mon rigtigt? Jo altsd, procent betyder hundrededele, sa ved at
dividere 500 med 100 finder vi 1 hundrededel. Dem skal vi sa have 10 af, og derfor

ganger vi med 10. Hermed er den fgrste metode i skema 1 forklaret.

180



Dvelse 5.1.2
Nu er det din tur til at forklare.
a) Forklar si mange af metoderne i skema 1 som du kan.

b) Forklar s& mange af metoderne i skema 2 som du kan. Du ma godt tage
udgangspunkt i skema 1.

5.2 Indekstal

Indekstal bruges til at fa overblik over en udvikling. De er isaer nyttige hvis man
vil sammenligne udviklinger.

Betragt folgende to tilskuerudviklinger:

Seeson 08/09|9/10 | 10/11 |11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 16908 | 14372 | 12849 | 12600 | 9166 | 15931

Tilskuerudvikling for Brgndby IF

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 7777 | 7107 | 7212 | 7422 | 5800 | 8061

Tilskuerudvikling for FCM

Det er sveert direkte at sammenligne de to udviklinger. Vi kan se at de begge
starter godt, er i krise i 12/13-saesonen, og slutter godt. Hvem har mon haft den
bedste udvikling?

Det finder vi ud af ved at lave indekstal. Man laver indekstal ved forst at veelge
et basisar. Det er typisk det fgrste ar i udviklingen. Basisaret er udgangspunktet
for sammenligningen og derfor ssetter man veerdien til 100 (som i 100%). Derefter
udregner man de andre indekstal ved at finde ud af hvor mange procent den
pageeldende veerdi udger af veerdien i basisaret.

Selvom indekstal egentligt er procentvaerdier, skrives de uden procenttegn.

Vi beregner indekstallet for BIF for 11/12 ssesonen med 08/09 som basisar.
Tilskuertallet for 11/12 er 12600 og tilskuertallet for basisaret er 16908. Derfor
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kan vi udregne:
12600

16908
Dvs. indekstallet I er 75. Vi laver et nyt skema:

= 0,7452 = 75%.

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Indekstal | 100 75

Dvelse 5.2.1
Nu er det din tur.

a) Regn resten af indekstallene for BIF.

Procentpoint

Kigger vi pa indekstallene for tilskuertallene for BIF, kan vi se at fra saesonen
12/13 til 13/14 er indekstallet vokset med:

94 — 54 = 40.

Vi siger at indekstallet er vokset med 40 procentpoint. Procentpoint er altsa for-
skellen mellem to indekstal og det er noget andet end den procentvise stigning.
Vil vi have vaeksten i procent skal vi regne:

94 — 54
54

-100% = 74%.
Vi ser at stigningen pa 40 procentpoint faktisk er en stigning pa 74%.

Dvelse 5.2.2
Her ses indekstallene for FCM:

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Indekstal | 100 91 93 95 75 104

a) Hvem vil du sige har haft den bedste tilskuerudvikling i perioden 08/09-
13/147
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Dvelse 5.2.3
Se pa indekstallene for FCM i saesonen 12/13 og 13/14.
a) Med hvor mange procentpoint stiger indekstallet fra 12/13 til 13/147

b) Med hvor mange procent stiger indekstallet fra 12/13 til 13/147

Beregning af veerdier ud fra indekstal

Ligesom man kan udregne indekstal ud fra nogle vaerdier kan man ogsa regne bag-
laens hvis man har indekstallene, men ikke veerdierne. Man skal dog have mindst
en veerdi for man kan finde resten.

Antag at en vare koster 250 kr. i 2005 som er basisaret og antag at indekstallet
for varens pris i 2011 er 130. Vi kan sa regne varens pris i 2011 ved at tage 130%
af 250:

250 - 1,3 = 325.

Varens pris i ar 2011 var altsa 325 kr.

@velse 5.2.4

Nedenunder ses tilskuertallene for SgnderjyskE:
Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 3420 | 3419 | 3283 |7 3005 |7
Indekstal 100 ? 96 96 ? 102

a) Bestem de manglende veerdier.
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Kapitel 6
Eksponentielle funktioner

Eksponentielle funktioner opstar, nar noget vokser eller aftager med en fast pro-
cent. Det kunne f.eks. vaere en konto, som blev tilskrevet en rente. Ofte vil vi dog
kigge pa situationer, hvor noget vokser /aftager tilnsermelsesvist eksponentielt. Det
kunne vaere en maskine der mister vaerdi, udbredelse af en sygdom, bakterievaekst,
OSV.

6.1 Introduktion til eksponentielle funktioner

Vi starter selvfglgelig med at definere, hvad en eksponentiel funktion er:

Definition 6.1.1

En eksponentiel funktion er en funktion pa formen f(x) = ba”, hvora > 0, a # 1
og b > 0.

Tallet a kaldes grundtallet eller fremskrivningsfaktoren og b kaldes begyndelses-
veerdien.

Mange elever kan ikke finde ud af at udtale "eksponentiel funktion” korrekt.
Det udtales ellers praecist om det staves.

a) Sig "eksponentiel funktion” hgjt 5 gange efter hinanden.

184



@velse 6.1.2
I definition 6.1.1 stod der at a > 0, a # 1 og b > 0.
a) Hvad betyder det?

@velse 6.1.3
Bestem a og b i fglgende eksponentielle funktioner.
a) f(r)=2-5"
b) f(x) = 3000 -1,02"
c) f(z)=14"
Dvelse 6.1.4
Afggr hvilke af folgende funktioner der er eksponentielle funktioner:
a) f(r)=2-3"
b) f(z) =22+ 1
c) flx) =422
d) f(z)=1,3"
e) f(z)=20-1"
) f(z)=-3-6°
g) flx)=5-1"
@velse 6.1.5

Lad f(z) = 5000 - 1,6".
a) Bestem grundtallet og begyndelsesveerdien.

b) Bestem f(—1) og f(3). Bare brug en lommeregner /GeoGebra. Det er svaert
at ggre i handen.
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Dvelse 6.1.6

10312 - 1,05%, hvor = er antal ar efter 2020.

b) Hvor mange indbyggere er der i byen i ar 20317

Den naturlige eksponentialfunktion

Leonhard Euler var en cool matematiker, som levede
i tidsrummet 1707-1783. Han regnes som at veere en
af historiens allerstgrste matematikere. Det er vi dog
ligeglade med lige nu, og vi skal bare bruge et tal som er
opkaldt efter ham, nemlig Eulers tal som bliver betegnet
med e og er givet ved:

e = 2.71828182845904523536 . . . .

Eulers tal er, ligesom 7, et tal med uendelig mange de-
cimaler uden noget system. Ligesom vi husker 7 = 3,14
vil vi ogsa huske e = 2,72. Eulers tal optreeder man-
ge steder i matematik og naturvidenskab, men her er
vi interesserede i det i forbindelse med eksponentielle
funktioner.

Definition 6.1.2

Den naturlige eksponentialfunktion er givet ved forskriften f(z) = e”.

Vi kan beregne e i GeoGebra

Antag at indbyggertallet i en bestemt by kan beskrives med funktionen f(x) =

a) Hvor mange indbyggere er der i byen 5 ar efter 20207

Leonhard Euler

xT

Har vi et algebra vindue kan man bare skrive et almindeligt "e”:

e3

+
20.0855369232

R oA OO 4L

N

Skriver man et almindeligt "e” i CAS tror GeoGebra at man mener "en variable
som hedder e” i stedet for Eulers tal. Derfor skal man finde Eulers tal pa det
virtuelle tastatur. Vi klikker forst forst i et CAS input og sa dukker der et lille
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tastatur op neders til venstre:

+ Input... = 1 I 1 I =Ix

Her finder vi Eulers tal e:

123 f(x) ABC #&~

x y z V4 7 8 9 x +
2 N e 4 5 6 + _
< > = i 1 2 3 = &
( ) (E]| 0 < > «

Vi kan nu regne e i CAS-vinduet:

Y

~
= =

v 5 () ™y x= x= [ &

£ v L]

=~ 20.0855369232

1
X
0

Dvelse 6.1.7

Aben GeoGebra
a) Regn e? i et Algebravindue.
b) Regn e? i et CAS-vindue.

Eksponentielle funktioners graf

Grafen for en eksponentiel funktion kan se ud pa to mader alt efter vaerdien af
a
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a>1 a <1

_/b x ’ x

Vi ser at b er der, hvor funktionen skaerer y-aksen og at a afggre om funktionen er
voksende eller aftagende. Vi skal se naermere pa betydningen af a i afsnittet om
eksponentiel vaekst. Som graferne antyder gaelder folgende for enhver eksponentiel
funktion f:

Dm(f) =] — oo;o0[ og Vm(f)=]0; 0]

Definitions og veerdimaengden athaenger saledes ikke af den konkrete forskrift.

Dvelse 6.1.8
Lad f(z) =2-4".
a) Bestem grundtallet og begyndelsesveaerdien.

c) Beregn f(2)

)

b) Bestem f(0) uden at regne — bare ved at betragte forskriften.
)
)

d

Hvad kan man sige om grafen ud fra forskriften.
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Dvelse 6.1.9

Betragt graferne for den eksponentielle funktion f(x) = ba”

104 Y

a) Bestem b.

b

Hvad kan man sige om som vaerdien af a?

)

)
c) Bestem ved aflaesning f(4).
d) Lgs ved afleesning f(z) = 4.

Bestemmelse af forskriften nar vi kender to punkter pa gra-
fen

Ligesom ved linesere funktioner kan vi finde forskriften nar vi kender to punkter
pa grafen. Vi har fglgende saetning;:
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Satning 6.1.1

Hvis grafen for en eksponentiel funktion f(x) = ba® gar igennem punkterne
(x0,%0) 0og (x1,y1) sd kan a og b bestemmes med fplgende formler:

a = 1720 & Og b f— &
\ Yo aro

Det er en forudseetning for at kunne anvende saetningen, at man kan uddrage
rgdder. Altsd at man kan beregne f.eks. /8. Metoden til at udregne den slags
udtryk athenger af hvilket computerprogram/lommeregner man bruger. Men er
er et smart trick. Man kan anvende reglen

{‘/E:a%.

Det virker pa alle computere/lommeregnere.

Vi vil udregne /8. Vi taster derfor fglgende ind pa lommeregneren /Excel:
87(1/3)

Det giver sa 2.

@velse 6.1.10

Udregn fglgende rgdder:

a) v/27 (kan du regne den i hovedet?)
b) v/16 (kan du regne den i hovedet?)

¢) v/ 10 (kraever hjeelp fra computer/lommeregner)

Vi vil bestemme forskriften for den eksponentielle funktion gennem punkterne
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(1,2) og (5,7). Vi finder forst a:

= 3,5
= 1,3679.
Vi finder derefter b: 5
Yo
b= = = 1.46.
a*  1,3679! ’

Til sidst seetter vi a og b ind i den generelle forskrift f(x) = ba":
f(x) =1,46-1,37".

Dvelse 6.1.11

a) Bestem forskriften den eksponentielle funktion som gér igennem (3,5) og
(8,27).

Dvelse 6.1.12

Betragt grafen for en eksponentiel funktion f:

54Y

R

a) Aflaes to punkter pa grafen og bestem en forskrift for f
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6.2 Eksponentiel vaekst

I indledningen til dette kapitel blev det pastaet at eksponentielle funktioner vokser
med en fast procent. I den naeste gvelse vil vi efterprgve den pastand pa en konkret
funktion.

@velse 6.2.1
Betragt sildebenet for f(z) =2-1,3":

T 0/1 |2 3
f(x)|2)2,6]3,38]|4,39

a) Hvor mange procent vokser f med nar x vokser med 17

Som gvelsen bekraeftede vokser eksponentielle funktioner med en fast procent nar
x vokser med 1. Vi skal nu se pa, hvordan man nemt finder vaeksten. Fgrst definerer
vi veekstraten:

Definition 6.2.1

Vakstraten r bestemmes ved »r = a — 1.

Vi finder veeksten ved hjalp af fglgende saetning:

Satning 6.2.1

For en eksponentiel funktion f(z) = ba” med vaekstrate r = a — 1 geelder at:

Hver gang = vokser med 1 vokser y med: r - 100%.

Funktionen skaerer y-aksen i b.

Veaekstraten r er altsa den procentvise veekst som decimaltal.

Vi bestemmer vackstraten for funktionen f(z) = 2-1,3" fra gvelse 1. Vi har
r=a—1=13-1=0,3.

Altsa er vackstraten r = 0,3. Det betyder at funktionen vokser med 30% hver
gang x vokser med 1.
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Vi bestemmer vaekstraten for funktionen f(z) =7-0,9". Vi har
r=a—1=09-1=-0,1.

Altsa er vaekstraten r = —0,1. At vokse med —10% er det samme som at aftage
med 10%. Altsa aftager f med 10% hver gang x vokser med 1.

Dvelse 6.2.2

Bestem vackstraten for fglgende funktioner. Hvor mange procent vokser de med,
nar x vokser med 17

a) f(x)=3-1,2"
b) f(z) = 2000 - 4"
c) f(x) =20-0,8"

En vintage guitar kostede 30.000 kr. i ar 2014 og stiger med 5% om aret. Vi kan
beskrive guitarens vaerdi med funktionen:

f(x) = 30000 - 1,05,

hvor x er antal ar efter 2014 og f(x) er guitarens veerdi.

Dvelse 6.2.3

Pa en fremmet planet var befolkningstallet 1. januar 2014 pa 7,15 milliarder og
voksede med ca. 1,2% hvert ar.

a) Angiv vaekstraten for befolkningstallet.

b) Opskriv en forskrift for en funktion der beskriver befolkningstallet i milli-
arder, x ar efter ar 1. januar 2014.

¢) Hvor mange rumveesener er der ifglge modellen pa planeten 1. januar 20207

d) T hvilket arstal kommer vi ifslge modellen fgrste gang over 10 milliarder?
Du er ngdt til at gere det grafisk i GeoGebra. Senere vil du leere at ggre
det ved beregning.
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Dvelse 6.2.4

En dame kgber en brugt bil 1. januar 2014. Bilens veerdi er givet ved forskrif-
ten:

f(x) = 200000 - 0,77,
hvor z er antal ar efter 1. januar 2014 og f(x) er bilens veerdi i kr.
a) Hvad kostede bilen, da han kgbte den?

b) Hvor mange procent taber bilen i veerdi om aret?

)
c) Hvad er den veerd 1. januar 20187
)

d) I hvilket arstal er bilen mindre veerd en 5.000 kr?

6.3 Eksponentiel regression i WordMat

OBS: Dette afsnit kan springes over, hvis du er pa den gamle ordning (startet for
2024). I stedet skal du sa laese afsnit 6.4.

Kan I huske linezer regression? Eksponentiel regression er tilsvarende, men bare
med eksponentielle funktioner i stedet for linesere (surprise).

Vi vil nu se pa global produktion af plastik i perioden 1950-1969. Data kan down-
loades her. Vi vil gerne lave en model som tager udgangspunkt i ar 1950. Dvs. ar
1950 skal veere "ar 0”. Vi laver derfor en ekstra kolonne som viser antallet af ar
efter ar 1950:

Antal ar efter 1950

*roduceret plastik i mio. ton.

0N OUR WN RO
0N O U D WWNNN

11
13
15
17
20
23
27
32

Vi har regnet den ekstra kolonne ved at trackke 1950 fra alle arstallene (jaja, man
kunne ogsa bare skrive 0,1,2..., men det virker kun, fordi der ikke er spring i
arstallene).
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Vi kan lave eksponentiel regression i WordMat pa helt tilsvarende méade som ved
lineaer regression. Hvis du har WordMat installeret, men har glemt hvordan man

finder regressionsarket, sa se her:

Hjem Indszet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse WordMat

E . ¥ 7 vocv . H" ﬂ . . ﬁ . [:D:I E .- Regression v T 555 Trekant
B E Sl - oo F Figurer

Formler
B rada &

Beregn Las Def. Vis Graf 3D Plot Statistik Indszet tabel
O Tabel v

Lineger
Eksponentiel
Potens
Polynomisk

Excel regression

Brugerdefineret regression

v { Opdater v

Genveje Manual O Om WordMat

Hvis ikke du har WordMat installeret, kan du downloade arket her.

Aben forst WordMat-arket og copy-paste data ind:

Ar Antal 3r efter 1950 | Produceret plastik i mio. ton. Rediger funktioner Regression
19! 0 2 Tangent
19! i 2
19 2 2 Punktet
19 3 3 y x y
19 4 3 0 2
19 5i 4 1 2
19 6 5, 2 2
19 7 5, 3 i
19 8 6 1 4 M B 2
19! 9 7 5 4
19 10 8 s 5
19 1 9 75
19 12 1 s 8
19 13 13 10 3
19¢ 14 15 11 9
19¢ 15 17, 12 11
19 16 20, 13 13
19 17 23, 12 15
19 18 27 5 17
19¢ 19 32, 16 20
17 23
https://ourworldindata.org/grapher/global-plastics-production 18 27
19 32
I I
[ \
| [

Hvis du har problemer med at copy-paste arstallene over sa prgv at du veelge

"indsaet veerdier” nar du paster data:

Hjem Indszet  Tegning Sidelayout,

L—E]v n Calibri (Tekst) v n

Seet ind
[f Seet ind
[ Formler
E% Formler og talformatering
E7 Bevar kildeformateringen

& Ingen kanter
[ Behold kolonnebredder fra kilden
[2 Transponer

.« Indseet veerdier
1 |2 Indszet veerdier
1 -

Vi far nu fglgende output:
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digerfunkt R . Koordinatsystem 35 3
Rediger funktioner egression AR R R R >
.
Tangent 30 4
Punkte? Konstaniter Marke?punkter b
25 4
X y X y X y X y .
0 2
1 2 20 A .
2 2 .
3 3 15 .
4 3 o
5 4 10 . .
6 5 .
. *
7 5 5 o
8 6 . ) .
9 7 . o
0
10 8
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
11 9 X
12 11
13 13
4] 15 Residualplot
15 17 12
16 20
17 23
1
18 27
19 32

Vi husker, at indholdet I den grgnne boks kaldes et for "xy-plot for udviklingen”.
Vi klikker pa det lille "x” og det lille ”y” ved akserne og sendrer aksetitlerne:

35 9
30 A
25 -

20 A .

Produktion af plastik i mio. ton

15 4 L ]

10 A

0 T T T T T T T T »

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Antal ar efter 1950

Sikke et flot xy-plot!

Vi laver nu en eksponentiel regressionsmodel ved at klikke som vist her:
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‘ . I X Koordinatsystem 35 - |
Rediger funktioner Regression I Xou 1 X I Yo | Y I c :
| mn | max | min i max | K] ¥ = 1,7819e04533x y=1,78191,1633*
g ] R?=0,9991 :
Tangent 1 g 30
Punkter Konstanter Marke?punkter E
8 25 4
X y x X y X y _:.
0 2 5
1 2 £ 20 4
=
2 2 3
3 3 [ ] Regression £ 15
4 3
5 4 Datasaet Regressionstype 10 4
6 5 1 Ingen |
2 A
7 5 3 | 54
8 (3
9 7 Polynomisk
10 8 Logaritmisk 0 T T T T T T T T T d
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 "
11 9 Vis ligning Antal 3r efter 1950 A=
12 11 Luk 3 sal
13 " Vis R2-veerdi s Al
residual
12 15 Bemaerk: hvis du tilfajer eller fierner punkter fra et Residualplot Aa bl
dataseet s& skal du kiikke regression-knappen igen -
15 17 R C
0,25 A
16 20| R? C
17 23
b
18 27 0,2 x
19 32 o Ts;

Vi ser i screenshottet, at modellen er:

y =1,7819 - 1,1633".

Vackstraten for modellen er 1,1633 — 1 ~ 0,16, hvilket kan fortolkes som, at den
globale produktion af plastik er vokset med 16% om aret i perioden 1950-1970. De
1,7819 er antal ton produceret plastik i 1950 ifglge modellen. Vi kan se i tabellen, at
det rigtige tal er 2 ton produceret plastik i 1950, men modellen er jo et kompromis
mellem alle tallene i tabellen, og derfor vil den typisk ramme lidt forkert — det
geelder ogsa for startvaerdien.

WordMat giver os ogsa et residualplot:

0,8 3

0,6

04 -

0,2 %

Residual

Residualplot

0,2 -

0,4

-0,6 4

Vi ser, at punkterne ligger tilfeeldigt omkring x-aksen som de helst skal. Nar vi
laver eksponentiel regression, vil vi ofte se at residualer bliver mere ekstreme jo
laengere vi kommer hen i udviklingen. Det er dog ikke tilfaeldet i dette residualplot
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og det er ikke noget vi i det hele taget vil bekymre os for her pa mathhx.

Dvelse 6.3.1

Faerre mennesker lever i dag i fattigdom end tidligere. En af arsagerne er den
generelle stigning i velstand, som ogsa kommer de fattige til gode. Men staten
er ogsa blevet bedre til at passe pa de fattige (maske bortset fra de senere ar).
I filen her kan du se andelen af BNP brugt pa velfeerd i Danmark i perioden
1880-1979.

a) Lav et xy-plot som viser andelen af BNP brugt pa velfzerd som funktion
af antallet af ar efter 1880. Veer opmaerksom pa at der er nogle ar som
mangler i tabellen, sa der bliver spring i z-veerdierne. Husk aksetitler!

b) Opstil en regressionsmodel som giver andelen som funktion af antallet af
ar efter 1880.

c) Hvad er betydning af tallet 0,7611 i regressionsmodellen?
d) Hvad er betydningen af 1,0333 i regressionsmodellen?

e) Hvor stor en andel af BNP ville vi have brugt pa velfeerd i 2022, hvis
udviklingen havde fortsat?
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Dvelse 6.3.2
Et interessant eksempel pa eksponentiel udvikling er Moores lov:
Antallet af transistorer pr. mikroprocessor fordobles hvert andet ar.

Dette betyder lgst sagt, at vores computere bliver dobbelt sa hurtige hvert andet
ar.

Antallet af transistorer pr. mikroprocessor kan ses her

a) Lav et xy-plot, der viser antallet af transistorer pr. mikroprocessor som
funktion af antal ar efter 1971. Antallet skal veere malt i milliarder.

b) Bestem en eksponentiel regressionsmodel for udviklingen. Antallet skal
ikke veere i milliarder her.

c¢) Bestem R?, lav et residualplot og vurder modellen
d) Hvor stor en veekst har der veeret i perioden?

e) Hvor mange transistorer vil der vaere pr. mikrochip i 2030, hvis udviklingen
fortsaetter?

f) Hvornar rammer antallet af transistorer 500 mia? Altsa under forudseet-
ning af at udviklingen fortsaetter.

6.4 Eksponentiel regression

OBS: Det afsnit er for elever pa den gamle ordning (startet fgr 2024) eller for
elever, som gnsker at leere flere metoder til at lave lineser regression. Er man pa
den nye ordning er afsnittet valgfrit, men planlaegger man at afslutte matematik
pa A-niveau, sa anbefaler jeg, at man regner dette afsnit ogsa.

Forudsaetninger

Dette afsnit kraever kendskab til lineser regression, sa hvis du ikke har styr pa
det, sa se afsnit 3.6.

Kan I huske vi tidligere har leert om lineser regression? Eksponentiel regression er
tilsvarende, men bare med eksponentielle funktioner i stedet for linesere (surpri-
se).

Vi ser pa global produktion af plastik i perioden 1950-1969. Data kan downloades
her. Vi vil gerne lave en model som tager udgangspunkt i ar 1950. Dvs. ar 1950
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./assets/transistorer.xlsx
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skal vaere 7ar 0”. Vi laver derfor en ekstra kolonne som viser antallet af ar efter ar
1950:

(4] A R c
1 1% Antal ar efter 1950 *roduceret plastik i mio. ton.
2 1950 0 2
3 195 1 2
4 195. 2 2
5 195. 3 3
6 195. 4 3
7 1955 5 4
8 1956 6 5
1957 7 5
195: 8 6
195! 9 7
196 10 8
196 11 9
196. 12 11
196. 13 13
196 14 15
196. 15 17
196 16 20
196 17 23
196! 18 27
196! 19 32

Vi har regnet den ekstra kolonne ved at trackke 1950 fra alle arstallene (jaja, man
kunne ogsa bare skrive 0,1,2..., men det virker kun fordi der ikke er spring i
arstallene